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Zahlbegriffsentwicklung: Was ist  
eigentlich eine Zahl?

Um einen tragfähigen Zahlbegriff entwickeln zu  
können, sind zahlreiche Erfahrungen mit Zahlen in 
ihren verschiedenen Bedeutungen und Darstel­
lungen notwendig. Eine Zahl kann eine Menge be­
schreiben, aber auch eine Position in einer Reihe. 
Eine Zahl kann als Zahlwort ausgesprochen werden, 
mit Plättchen gelegt oder in einer Stellenwerttafel 
notiert werden. Damit verbunden sind verschiedene 
mathematische Kompetenzen, die sich im Sinne  
des Spiralprinzips immer weiterentwickeln.

Zahlaspekte – die verschiedenen  
Bedeutungen der Zahlen

Zahlen kommen in unserem Alltag in verschiedenen 
Bedeutungen vor (vgl. Benz et al., 2015, S. 118–121). 
Sie repräsentieren Mengen (kardinaler Zahlaspekt) –  
z.B. 24 Kinder, 12 Tische oder 8 Holzwürfel. Solche 
Mengen können zerlegt und zusammengefasst,  
verglichen und abgezählt werden.
Zahlen beschreiben aber auch eine Position, eine 
Stelle in einer Reihenfolge (ordinaler Zahlaspekt) – 
z.B. der zweite Platz beim Laufwettbewerb,  
das fünfte Feld auf dem Spielplan oder die sechste 
Position in der Warteschlange.

Unsere Welt ist ZAHL:reich – Zahlen begegnen  
Kindern und Jugendlichen in ihrem Alltag an vielen 
Stellen. Ob Längen zu bestimmen, Rechenopera­
tionen durchzuführen, einzukaufen, nach Rezept zu 
backen oder Muster zu deuten – Zahlen helfen uns 
dabei, Grössen, Mengen oder Anteile und Regel­
mässigkeiten zu beschreiben, zu vergleichen und mit 
diesen zu operieren. 

Unsere Zahlen standen uns nicht immer in der Form, 
wie wir sie heute kennen, zur Verfügung. Bereits  
vor Tausenden von Jahren wurden Zahlen von Ägyp­
tern und alten Römern notiert. Dafür wurden 
Zeichen in Stein gemeisselt oder später auf Papyrus 
geschrieben. Diese Zeichen mussten addiert wer­
den, um den genauen Zahlwert bestimmen zu 
können. Das Rechnen war damals sehr kompliziert. 
Erst durch das Einführen von unserem praktischen 
Dezimalsystem mit einem eigenen Zeichen für  
die Anzahl 0 wurde das Rechnen einfacher.

Im Lehrplan sind Zahlen einerseits vorgesehen, um 
Rechenoperationen durchzuführen und numerische 
Phänomene zu beschreiben. Andererseits sollen 
auch die Zahlen selbst qualitativ aktiv-entdeckend 
erforscht werden. Wie ist unser Stellenwertsystem 
aufgebaut? Wie gross ist ein Kubikmeter? Können 
Zahlen unendlich gross werden?  Wo begegnen  
uns Zahlen in der Natur? In der Lernumgebung 
«ZAHL:reich» können Schüler:innen Zahlen unter 
diesen verschiedenen Aspekten erleben und er­
forschen.

Diese Handreichung liefert einen Einblick in die 
Inhalte und den Aufbau der Lernumgebung. 

Die Lernumgebung ist für Volksschulklassen aller 
drei Zyklen (KG bis Sek I) konzipiert und kann von 
Schulklassen, Lehrpersonen, Schulleitungen, Studie­
renden sowie weiteren Interessierten besucht 
werden. Die Lernbegleitungspersonen freuen sich 
auf Ihren Besuch. 

Lernort «Regionales Didaktisches  
Zentrum» (RDZ-PHSG)

Die Regionalen Didaktischen Zentren der Pädago­
gischen Hochschule St.Gallen (RDZ-PHSG) sind  
dezentrale Bildungsorte mit innovativen Lern- und 
Lehrräumen für regionale Bildungsakteurinnen und 
-akteure (Lehrpersonen, Schulleitende, Studierende 
und Mitarbeitende der PHSG). 

Sie bieten eine breite Palette von Dienstleistungen, 
die darauf abzielen Unterrichts-, Schul- und Pro­
fessionalsierungsprozesse anzustossen, zu begleiten 
und reflektieren. Ihre Hauptaufgaben bestehen in:

•	 Beratung und Begleitung: Die RDZ bieten Be­
ratung und Begleitung bei der Unterrichtsplanung 
und -gestaltung. Dies umfasst u. a. didaktische 
Unterstützung in verschiedenen Fachbereichen 
und auf unterschiedlichen Schulstufen.

•	 Material- und Medienangebote: Die RDZ  
verfügen über umfangreiche Bibliotheken und 
Mediatheken, in denen Lehrpersonen Lern­
materialien, Lehrmittel, Literatur und digitale 
Medien finden, die sie im Unterricht einsetzen 
können.

•	 Weiterbildung und Schulentwicklung: Die RDZ 
organisieren Weiterbildungen für Lehrpersonen 
und Schulleitungen und tragen zur Entwicklung 
von Schulen bei. Sie bieten Workshops und Kurse 
an, die sich an aktuellen pädagogischen und 
(fach-)didaktischen Themen orientieren.

•	 Innovationsprojekte: Die RDZ fördern auch die 
Umsetzung von innovativen Unterrichtskonzepten 
und pädagogischen Ansätzen. Sie unterstützen 
Schulen u.a. bei der Integration von neuen 
Technologien und der digitalen Transformation.

•	 Vernetzung: Die RDZ verbinden die Hochschule 
(PHSG) mit den Schulen sowie weiteren Bildungs­
partner:innen der Region bei der Bearbeitung von 
gesellschaftlich, kantonal, regional und/oder 
schulhausbezogenen Bildungsthemen. 

Einleitung

Auf dem Weg zur nachhaltigen  
Zahlbegriffsentwicklung 

Abbildung 2: Anzahlen im Tausenderfeld



� 6 � 7

Handreichung für Lehrpersonen Handreichung für Lehrpersonen

Ausserdem dienen Zahlen auch dazu, eine wieder­
holte Handlung zu beschreiben (Operatoraspekt) – 
dieser Aspekt ist notwendig, um z.B. ein tragfähiges 
Verständnis der Multiplikation zu entwickeln.
Und nicht zuletzt stehen Zahlen oft mit Masseinhei­
ten in Verbindung (Masszahlaspekt) – z.B. 34 kg,  
10 cm oder 60 Sek. Dabei müssen Kinder Verständ­
nis dafür entwickeln, dass z.B. drei Kirschen nicht 
gleich viele sind, wie 3 kg Kirschen.

Strukturierte und relationale  
Zahlvorstellung

Wichtig ist, dass Schüler:innen die verschiedenen 
Zahlaspekte kennenlernen und in Bezug auf Zahlen 
auch eine strukturierte Zahlvorstellung entwickeln. 

Das Strukturieren und Zerlegen von Mengen in Teil­
mengen ermöglicht es nämlich, Zahlen als Zusam­
mensetzungen aus anderen Zahlen zu verstehen 
(vgl. Benz et al., 2024). Ohne solche Einsichten ist 
die Entwicklung von flexiblen Rechenkompetenzen 
nicht möglich.
Sollen Beziehungen nicht nur innerhalb einer Anzahl, 
sondern zwischen zwei oder mehreren Mengen  
beschrieben werden, ist eine relationale Zahlvorstel­
lung notwendig. Durch diese Vorstellung kann z.B. 
eine Differenzmenge bestimmt werden. 

Einen Überblick über die verschiedenen Zahlvor­
stellungen verbunden mit den entsprechenden Zahl­
aspekten bietet das Modell von Padberg & Benz 
(2021. S. 10) in der Abb. 3.

Abbildung 3: Zahlvorstellungen nach Padberg & Benz (2021, S. 10).

Unser geniales Stellenwertsystem

Unsere Zahlschrift ist ein Ergebnis einer sehr sehr 
langen Entwicklung. Bis ins 16. Jahrhundert wurde 
im deutschsprachigen Raum die römische Zahl­
schrift verwendet. Damals gab es nur wenige Re­
chenmeister, die Grundrechenoperationen mit 
grossen Zahlen durchführen konnten (vgl. Padberg & 

Benz, 2021, S. 73). Dank unserem Stellenwert­
systems ist das heute bereits für Primarschüler:in­
nen möglich. 

Die römische Zahlschrift

Bei der römischen Zahlschrift wurden für die Eins, 
Fünf, Zehn, Fünfzig, Hundert, Fünfhundert, Tausend 
etc. eigene Zeichen verwendet. 

Abbildung 4: Anzahl Smarties bestimmen und schätzen

33

2.2 Zahlvorstellungen 

Karl und Leni beschreiben hier jeweils den Unterschied zwischen den bei-
den Mengen: der Menge mit einem roten und der Menge mit fünf blauen 
Plättchen. Diese Differenzmenge kann genau bestimmt werden. 

Auch die relationale Zahlvorstellung kann sich auf eine ordinale Zahlvor-
stellung gründen, als Abstand zwischen Zahlen: Der Abstand zwischen 1 und 
6 ist der gleiche wie der Abstand zwischen 2 und 7, 3 und 8, 4 und 9 etc. Zwi-
schen den Zahlenpaaren ist der Unterschied beziehungsweise der Abstand in 
der Zahlenreihe immer gleich. Die ordinale Deutung der Differenzbeziehung 
basiert auf der Vorstellung der Betrachtung des Abstands zwischen zwei Zah-
len auf einem Zahlenstrahl. 

In Modellen zur Zahlbegriffsentwicklung (Krajewski 2013; Fritz, Ricken & 
Balzer 2013) wird die Differenzbeziehung, aufbauend auf der Kenntnis der 
Teil-Ganzes-Vorstellung, als anspruchsvollste Phase beschrieben. Die Her-
ausforderung bei der relationalen Beziehung besteht darin, dass „keine kon-
krete existierende Menge, sondern [...] die Relation zwischen zwei Mengen“ 
(Stern 2003, S. 208) beschrieben wird. Stern (2003) weist darauf hin, dass die 
Kinder hier ein mentales Modell aktivieren müssen, bei dem Zahlen Relati-
onen zwischen Zahlen beschreiben. Inwieweit die Differenzbeziehung mit 
Kindern bereits auf einer konkreten kardinalen Darstellung erarbeitet wer-
den kann, wird bei den Spielen und konkreten Fördermöglichkeiten noch 
näher beschrieben.

Zahlvorstellungen (Padberg & Benz 2021, S. 10)
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Für grössere Zahlen brauchte man immer wieder 
neue Zeichen. Um den Wert einer Zahl zu be­
stimmen, wurden die Zeichen addiert. Um unser 
Jahr 2026 zu notieren, hätten die alten Römer die 
Zeichen MMXXVI verwendet (als 1000+1000+10+ 
10+5+1). In Spezialfällen konnten auch Zeichen  
abgezogen werden, dabei musste das kleinere 
Zeichen vor dem grösseren stehen: IX bedeutete  
9 (als 10-1), XL bedeutete 40 (als 50-10). Dadurch, 
dass die Zeichen der römischen Zahlschrift an­
einandergereiht und addiert wurden, benötigte  
man keine Null. 
Es war sehr komplex, Rechenoperationen mit 
römischen Zahlen durchzuführen. Die Rechen­
meister rechneten auch nicht direkt in der römischen 
Zahlschrift, sondern verwendeten ein Rechenbrett 
(genannt Abacus), auf dem sie Münzen oder Steine 
bewegten (vgl. Padberg & Benz, 2021, S. 99).

Warum sprechen wir vom dezimalen  
Stellenwertsystem?

Im Unterschied zu der römischen Zahlschrift kom­
men wir in unserem Stellenwertsystem mit den 
zehn Ziffern 0 bis 9 aus, unabhängig von der Grösse 
der Zahl. Das ist möglich, weil nicht nur das Zahl­

zeichen (die Ziffer) eine Bedeutung hat, sondern 
auch die Position, an der sich diese Ziffer befindet. 
Die Positionen in der Schreibweise unserer Zahlen 
entsprechen dabei von rechts nach links den auf­
steigenden Potenzen der Zahl 10. Immer zehn 
Objekte werden dabei zu einer grösseren Einheit  
gebündelt. Aus 10 Einern entsteht ein Zehner, aus  
10 Zehnern ein Hunderter, aus 10 Hundertern ein 
Tausender usw. Unser Stellenwertsystem hat also 
die Basis 10. Da man auf lateinisch die Anzahl 10 mit 
«decem» oder «decimalis» bezeichnete, sprechen 
wir auch von einem dezimalen Stellenwertsystem.

Das Jahr «Zweitausendsechsundzwanzig» notieren 
wir mit den Ziffern 2026. Die Zahl besteht also aus  
2 Tausendern, 2 Zehnern und 6 Einern. Da keine 
Hunderter vorhanden sind, wird an dieser Stelle die 
Ziffer 0 als Platzhalter notiert - auch eine geniale Er­
findung.

Abbildung 5: Zählen und strukturieren
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Die Lernumgebung «ZAHL:reich» 

Die Lernumgebung ZAHL:reich fokussiert auf dem 
Kompetenzbereich «Zahl und Variable» und berück­
sichtigt die drei Handlungsaspekte des Lehrplans 
Volksschule: a) Operieren und Benennen, b) Er­
forschen und Argumentieren und c) 
Mathematisieren und Darstellen. 

Hierzu sind sechs Lernräume mit passenden Lern­
stationen eingerichtet: 
•	 Zahlensystemraum 
•	 Schätzraum
•	 Gleichungsraum  
•	 Massraum 
•	 Strukturraum
•	 Unendlichkeitsraum 

Die jeweiligen Räume und Lernstationen sind ge­
stalterisch und didaktisch so aufbereitet, dass sich 
die Schüler:innen in ausgewählte Schwerpunkte 
handlungsorientiert vertiefen können. Zudem er­
halten sie die Möglichkeit, die mathematischen 
Inhalte mit dem Alltag zu verknüpfen.  

Bezug zu Kompetenzen im Lehrplan

Die Inhalte in der Lernumgebung orientieren sich  
an entwicklungsorientierten Zugängen (EOZ) und an 
den Kompetenzen des Lehrplans Volksschule.  
Eine Übersicht zu den Lehrplanbezügen findet sich 
auf der Webseite des RDZ. 

Abb: 6: Wie finden wir das Gleichgewicht?

Die Arbeit in der Lernumgebung 

Der Besuch der Lernumgebung «ZAHL:reich» lässt 
sich in die Phasen eines vollständigen Lernzyklus 
einbetten (vgl. Abb 7), welche nachfolgend be­
schrieben werden. 

Vorbereitung im Klassenverband

Damit vor Ort möglichst viel Zeit zur Auseinander­
setzung mit den Lerninhalten zur Verfügung steht, 
sind die Lehrpersonen gebeten, die Klasse auf  
den Besuch vorzubereiten und das Vorwissen der 
Schüler:innen zum Thema abzuholen. (Mögliche 
Fragen je nach Zyklus: Wozu brauchen wir Mathe­
matik? Wieso gibt es Zahlen? Warum rechnen wir?) 

Klassenbesuch im RDZ 

Beim gemeinsamen Einstieg wird das erarbeitete 
Vorwissen der Schüler:innen aufgegriffen, verschie­
denen Alltagsbezügen (z.B. Mobilität, Zuhause, Na­
tur) zugeordnet und in Form eines Mindmaps visua­
lisiert. Dieses wird während des Klassenbesuchs im 
RDZ laufend ergänzt und weiterentwickelt. 

Anschliessend vertiefen sich die Schüler:innen 
gruppenweise in mathematische Lerninhalte. Diese 
sind für alle Zyklen (1-3) aufbereitet, inhaltlich ge­
bündelt und sechs Räumen zugeordnet (Zahlen­

Abb: 7: Phasen eines vollständigen Lernzyklus, wie er im Rahmen der Lernumgebung berücksichtigt wird (in Anlehnung an Aebli, 1983; Luthiger et al., 2018)

systemraum, Schätzraum, Gleichungsraum, Mass­
raum, Strukturraum, Unendlichkeitsraum). 

Beispiel Zahlensystemraum: 
•	 Im Zyklus 1 unterstützen die Kinder Käpt’n 

Zahlenbart dabei, seinen Schatz zu sortieren und 
zu zählen. 

•	 Im Zyklus 2 und 3 erforschen die Schüler:innen 
neue Zahlensysteme. 

In einem weiterführenden Teil (Tagesbesuch) stehen 
unterschiedliche handlungsorientierte Vertiefungs­
angebote im Zentrum. Mit mathematischen Spiel­
impulsen können die Kinder das Gelernte vertiefen 
(Zyklus 1). Die Schüler:innen des Zyklus 2 und 3 
haben die Möglichkeit, sich entdeckend-forschend in 
weitere mathematische Fragestellungen zu vertiefen 
und diese z.B. in Mathekonferenzen gemeinsam 
weiterzuentwickeln und zu präsentieren. Für die  
Bearbeitung stehen vielfältige didaktische Materia­
lien zur Verfügung. 

Das Erarbeitete und Gelernte wird abschliessend  
im Plenum zusammengetragen. 

Die Lernbegleitungspersonen moderieren den  
Einstieg und Abschluss, begleiten die Schüler:innen  
zusammen mit der Lehrperson und unterstützen  
bei Fragen. 
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Ihre Rolle während des Besuchs 

Die Lehr- und Begleitpersonen sind Dialogpartner:in­
nen der Schüler:innen. Sie beobachten und versu­
chen das individuelle Lernen mit gezielten Fragen 
anzuregen. 
Dies ermöglicht eine optimale Lernerfahrung der 
Schüler:innen im Rahmen ihres Besuchs im RDZ.

Die Lernbegleitung:
•	 traut den Schüler:innen Eigenständigkeit und 

Eigenverantwortung zu,
•	 lässt den Schüler:innen Freiheit und ermuntert  

sie neue Wege mit Originalität zu gehen,
•	 unterstützt die Schüler:innen eigenständig Neues 

zu entdecken und zu erfahren,
•	 versucht in die Gedankengänge der Schüler:innen 

einzutauchen und unterstützt individuell,
•	 ist selbst lernend und fragt bei den Schüler:innen 

nach für Erklärung und Präzisierung,
•	 unterstützt die Schüler:innen bei Herausforde­

rungen,
•	 ermutigt sie, Neues zu wagen und auszupro­

bieren und
•	 sieht Irrwege als Chance für den Einblick in  

die individuellen Denkprozesse der Schüler:innen 
(Brunner, 2007) 

Weitere Aspekte, insbesondere bezüglich der 
«richtigen Frage zur richtigen Zeit» (Elstgeest, 1985), 
werden im Rahmen des Einführungskurses an­
gesprochen.

Vertiefung im Schulzimmer

Die im RDZ gemachten Erfahrungen werden im 
Unterricht idealerweise nochmals aufgenommen 
und vertieft. Hierfür stehen auf der Webseite des 
RDZ mögliche Vertiefungsangebote zur Verfügung. 

Einführungskurs für Lehrpersonen 

Als Vorbereitung ist der Besuch eines Einführungs­
kurses für Lehrpersonen (auch online möglich) er­
forderlich. Mit dem Besuch einer rund 90-minütigen 
Einführungsveranstaltung tauchen Sie in das An­
gebot ZAHL:reich ein. Sie werden von einer Lern­
begleitungsperson in die Lernumgebung eingeführt. 
Ausserdem lernen Sie die Lernorte und Materialien 
vor Ort kennen und haben Zeit, diese zu sichten.  
Sie erhalten weiterführende Informationen sowie 
hilfreiche Ideen zur Vorbereitung des Klassen­
besuchs.

Einführung plus: Lernumgebung und 
Weiterbildungsangebot mit Fokus Unter-
richtsentwicklung 

Ergänzend zum Einführungskurs bieten wir die Ein­
führung plus an. In diesem Format wird mit ergän­
zenden Beispielen und Ideen aufgezeigt, wie der Be­
such der Lernumgebung im RDZ in den eigenen 
Unterricht eingebettet werden kann. 

Im Anschluss an die Informationen zur Lernumge­
bung wird die Zeit genutzt, um direkt vor Ort ge­
meinsam eine Unterrichtsskizze passend zur Lern­
umgebung zu erstellen. Fachpersonen aus dem 
Institut Mathematische und Naturwissenschaftliche 
Bildung (IMNT) und der Praxis (RDZ) werden Sie 
unterstützen. Die Lehrpersonen haben die Gelegen­
heit sich zu vernetzen und individuelle Stärken  
und Ressourcen einzubringen. Vor Ort können ver­
schiedene Medien und Materialien beigezogen 
werden. Die Einführung plus dauert ca. drei Stunden 
und kann als Weiterbildungshalbtag angerechnet 
werden. 

Die aktuellen Termine für die Einführung und die Ein­
führung plus finden Sie auf unserer Website.

Organisatorisches 

Klassenbesuche 

Besuche sind von Montag bis Donnerstag möglich. 
Vereinbaren Sie mit dem Sekretariat frühzeitig einen 
Termin. Der Besuch eines Einführungskurses ist  
vor dem Klassenbesuch in der Lernumgebung für 
die verantwortliche Lehrperson verbindlich. Es ist 
auch möglich, dass ein ganzes Team eine Einführung 
besucht. 

Besuchsdauer 

Es sind Halbtages- oder Tagesbesuche möglich. 
Grundsätzlich empfehlen wir einen Tagesbesuch, 
damit sich die Schüler:innen vertieft mit dem Thema 
auseinandersetzen können. Es besteht die Möglich­
keit vor Ort ein Picknick einzunehmen.

Begleitpersonen

Unsere bisherige Erfahrung zeigt, dass die Schü­
ler:innen von eine nahen Begleitung profitieren. Des­
halb sind wir auf Unterstützung von weiteren Be­
gleitpersonen, nebst der Lehrperson angewiesen 
(z.B. Klassenassistenzen, SHP, Eltern): 

•	 Zyklus 1 (KG): 3 zusätzliche Begleitpersonen
•	 Zyklus 1 (US): 2-3 zusätzliche Begleitpersonen
•	 Zyklus 2 (3./4. Kl.): 2 zusätzliche Begleitperson
•	 Zyklus 2 (5./6. Kl.): 1-2 zusätzliche Begleitperson 
•	 Zyklus 3: keine zusätzliche Begleitperson
 
Kosten

Der Besuch ist für Klassen und Lehrpersonen der 
Kantone SG, AR und GR sowie für Studierende der 
PHSG während der Praktika kostenlos. Klassen­
besuche aus anderen Kantonen sind sehr willkom­
men, aber nicht kostenfrei.

Anmeldung und Auskünfte 

Mit dem Anmeldeformular auf der Website können 
Sie Ihre Wunschtermine definieren. Gerne können 
Sie den Besuchstermin auch telefonisch oder  
per Mail mit dem Sekretariat des zuständigen RDZ 
vereinbaren. Die definitive Anmeldung sollte  
bis spätestens sieben Tage vor dem Klassenbesuch 
erfolgen. 

Abbildung 8: Wer parkiert wann?
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Abbildung 9: Wie viel Wasser passt in den Kubikdezimeter?
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