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Zusammenfassung 

Die Fähigkeit von Kindern, Verknüpfungen zwischen mathematischen Operationen und Sach-

situationen, Handlungen oder Bildern vorzunehmen («den Darstellungswechsel vollziehen zu 

können»), wird als wesentliches Merkmal zur Einschätzung ihres Operationsverständnisses 

herangezogen.  Diese Fähigkeit der Kinder wurde in der vorliegenden Arbeit untersucht.  

Im Rahmen einer Interventionsstudie wurde mit Kindern in der 2. Primarschulklasse unter-

sucht, ob sich eine Förderung des Operationsverständnisses auf die allgemeinen Rechenfähig-

keiten der Kinder auswirkt. Die Interventionen erfolgten unterrichtsintegriert im Rahmen ei-

nes kooperativ-kommunikativen Settings. Es wurde auch der Frage nachgegangen, ob sich die 

Wirkung der Interventionen bei den rechenstarken und bei den rechenschwachen Kindern 

unterscheidet. Gleichzeitig wurde ein neuartiges Erhebungsinstrument zur Erfassung des Ope-

rationsverständnisses für die Multiplikation erprobt und eingesetzt. Die vorliegende Arbeit 

umfasst auch eine Analyse und Beurteilung dieses neuen Erhebungsinstruments. 

Im Schuljahr 2019/20 konnten die für die Beantwortung der Forschungsfragen notwendigen 

Längsschnittuntersuchungen in insgesamt 46 Schulklassen des Forschungsprojekts MALKA 

(www.malka1und2.ch) durchgeführt werden. Für die Datenauswertungen wurde nebst der 

klassischen Testtheorie vor allem das eindimensionale Rasch-Modell aus der Item Response 

Theorie eingesetzt. Die Analysen wurden mit Hilfe von Mehrebenen-Modellen unter Berück-

sichtigung der hierarchischen Struktur der Daten (Kinder in Schulklassen) vorgenommen. 

Es wurde beobachtet, dass die rechenschwachen Kinder von den Interventionen profitierten. 

Die rechenstarken Kinder hingegen erzielten im Unterricht in der Kontrollgruppe, in der die 

Interventionen nicht eingesetzt wurden, einen grösseren Lernfortschritt als in der Interventi-

onsgruppe. Eine positive Wirkung der Interventionen beim Vergleich ganzer Klassen konnte 

nicht nachgewiesen werden. 

Die Förderung des Operationsverständnisses im kooperativ-kommunikativen Setting mit wis-

senschaftlicher Erfassung der Auswirkungen dieser Unterrichtsform auf den Lernzuwachs der 

Kinder geschah erstmalig.  

Das Schuljahr 2019/20 wurde durch eine unerwartete sechswöchige Schulschliessung auf-

grund der Covid-19-Pandemie beeinflusst. Durch die Schulschliessung wurde der Einsatz der 

Unterrichts-Interventionen unterbrochen. Die Ergebnisse dieser Arbeit sind aufgrund dieses 

Vorfalls mit entsprechender Vorsicht zu behandeln. 
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1 Einleitung 

 

Operationsverständnis 

Die meisten Kinder können sich zu den vier arithmetischen Grundoperationen ohne grössere 

Schwierigkeiten passende Handlungen, Situationen oder Bilder vorstellen. Für manche Kinder 

aber sind Rechnungen oftmals nur bedeutungslose Manipulationen mit Ziffern (Radatz, 1991; 

Ruwisch, 2001; Gleissberg, 2018). Diese Situation ist problematisch, weil die gedankliche 

Verknüpfung der Rechenoperationen mit passenden Sachsituationen, Handlungen oder Bil-

dern für den Aufbau und die Entwicklung des Verständnisses für die Grundoperationen we-

sentlich ist  (Schütte, 2008; Prediger, 2009). Die Fähigkeit der Kinder, solche gedanklichen 

Verknüpfungen vorzunehmen, wird in der mathematikdidaktischen Literatur als Indiz und als 

Gradmesser für Operationsverständnis bezeichnet (Lesh et al., 1987; Huinker, 1993; Bönig, 

1995; Gerster & Schultz, 2004; Schäfer, 2005). 

Aus Problemen beim Operationsverständnis können sich bei betroffenen Kindern Rechen-

schwächen entwickeln, die mit gravierenden Folgen für das spätere Lernen von Mathematik 

verbunden sein können. Darüber hinaus werden Rechenschwächen verschiedentlich auch ge-

nannt als mitverantwortliche Ursachen für Schwierigkeiten im späteren Leben, so z.B. beim 

selbstständigen Umgang mit den persönlichen Finanzen oder auch bei der Berufswahl (Geary, 

1994; Moser Opitz, 2005, S. 113 ff.; Akinwunmi & Deutscher, 2014; Gaidoschik, 2016a, S. 

15; Rittle-Johnson, 2017). Dementsprechend wird einer frühzeitigen (schulischen) Förderung 

und Unterstützung beim Aufbau der gedanklichen Verknüpfungen zwischen den Grundopera-

tionen und dazu passenden Sachsituationen, Bildern und Handlungen eine hohe Bedeutung 

beigemessen.  

 

Struktur dieser Arbeit 

In dieser Arbeit werden zuerst in Kapitel 2 die theoretischen Grundlagen des in der Mathema-

tikdidaktik verwendeten Konstrukts Operationsverständnis dargelegt und besprochen. Das 

Kapitel beginnt mit der Besprechung der Begriffe «Operation», «Verständnis» und «Operati-

onsverständnis». In Kapitel 2.2 werden sodann der Begriff «Darstellungswechsel» sowie das 

Konzept der Grundvorstellungen und das Konstrukt der Strukturierungsfähigkeit erläutert. Es 

wird beschrieben, wie mit diesen Begriffen in der Mathematikdidaktik gearbeitet wird und 

wie sie im Zusammenhang mit dem Operationsverständnis verwendet werden. In Kapitel 2.3 

wird beschrieben, wie – unter Verwendung der früher diskutierten Begriffe – die vier Grund-

rechenarten unter einem Konstrukt «Operationsverständnis» vereint betrachtet werden. Dieses 

im deutschsprachigen Raum verwendete Konstrukt wird zum Abschluss des Kapitels noch mit 

dem im englischsprachigen Raum verwendeten Begriff «Operation Sense» verglichen. 

In Kapitel 3 wird die Befundlage zum Operationsverständnis dargelegt. Der Begriff wird in 

seiner Bedeutung beim Rechnenlernen beleuchtet. Der Blick wird auf praktische Schwierig-
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keiten im Unterricht und in der Förderarbeit gerichtet. Es werden verschiedene Formen des 

Unterrichts und der Förderung besprochen. 

Im empirischen Teil dieser Arbeit wird zuerst eine Interventionsstudie beschrieben, die in den 

Schuljahren 2018/19 und 2019/20 im Rahmen eines Forschungsprojekts verschiedener Hoch-

schulen in der deutschsprachigen Schweiz durchgeführt wurde. Die Beschreibung des Ge-

samtprojekts findet sich in Kapitel 4.1. In Kapitel 4.2 wird der Teil des Projekts beschrieben, 

der für diese Arbeit besonders relevant ist. 

Im Rahmen dieser Arbeit wurden als Interventionen im Mathematikunterricht des zweiten 

Primarschuljahrs Unterrichtsmaterialien zur Förderung des Operationsverständnisses einge-

setzt und deren Wirkung auf den Lernzuwachs der Kinder untersucht. Mit einem neuen Erhe-

bungsinstrument wurde der Lernstand der Kinder zu verschiedenen Zeitpunkten erfasst. Diese 

Arbeit umfasst in den Kapiteln 4.3 und 4.4 einen Bericht über die Entwicklung der entspre-

chenden Materialien, deren Ausgestaltung und deren Einsatz im Unterricht bei verschiedenen 

Schweizer Primarschulklassen. Eine vorbereitende Beschreibung der später eingesetzten 

Auswertungsmethoden findet sich in Kapitel 4.5. 

In den Kapiteln 5 und 6 werden die Ergebnisse der Untersuchungen dargelegt. Das für diese 

Arbeit eigens entwickelte neue Erhebungsinstrument für das Multiplikationsverständnis (siehe 

Kapitel 5) wird anhand der Daten aus dem Vor- und dem Nachtest mit verschiedenen analyti-

schen Mitteln eingehend überprüft. Es erfolgt auch eine Diskussion der Gütekriterien für das 

neue Erhebungsinstrument. 

Dieses Erhebungsinstrument wurde zusammen mit einem standardisierten Mathematik-Test 

für die Längsschnittanalyse im zweiten Schuljahr eingesetzt. Die Ergebnisse dieser Untersu-

chungen finden sich in Kapitel 6. 

Die Arbeit endet mit der Diskussion der Ergebnisse in Kapitel 7.1 und mit einem Ausblick auf 

mögliche weiterführende Forschungsarbeiten in Kapitel 7.2. 

 

Sprachgebrauch 

Mit «diese Arbeit» wird die Arbeit in Zusammenhang mit dem in diesem Dokument beschrie-

benen Promotionsprojekt bezeichnet. Der Wortlaut «diese Studie» bezieht sich auf die Studie, 

die dieser Arbeit zugrunde liegt. Die Tätigkeiten, welche in diese Arbeit einfliessen, waren in 

einem umfangreicheren Forschungsprojekt eingebettet, welches zu weiteren Studien und 

Promotionsarbeiten geführt hat. Dieses Forschungsprojekt wird in dieser Arbeit auch das 

«Projekt» oder das «Projekt MALKA» genannt. 

 

Vorbemerkung zur Covid-19-Situation in der Schweiz im Frühjahr 2020 

Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt auf dem zweiten Beobachtungsjahr, d.h. auf dem 

Schuljahr 2019/20. Dieses Schuljahr wurde durch die Ausbreitung des Coronavirus SARS-

CoV-2 stark tangiert. Durch dieses Coronavirus wurde eine weltweite Pandemie («Covid-19-
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Pandemie») ausgelöst, von der auch die Schweiz sowie die Schulen in der Schweiz in hohem 

Masse betroffen waren. Um die Ausbreitung des Virus in der Schweiz zu verhindern bzw. zu 

verlangsamen, wurden im Frühjahr 2020 sämtliche Schulen in der Schweiz für acht Wochen 

(vom 16. März bis zum 11. Mai 2020, inklusive zwei Wochen Frühlingsferien) geschlossen. 

Diese Schulschliessung betrifft auch die vorliegende Arbeit und hatte für die geplante Studie 

verschiedene Konsequenzen. Zum einen war die Umsetzung der Interventionen bei Schul-

schliessung am 16. März 2020 noch nicht abgeschlossen. Bei verschiedenen Klassen war die 

Umsetzung zwar schon recht weit fortgeschritten. Einige Lehrpersonen hatten ihre Unter-

richtstätigkeit aber auch so eingeteilt, dass in den Frühlingsmonaten ein grosser Teil der In-

terventionen hätte durchgeführt werden sollen. Zudem hat die Schulschliessung die Jahrespla-

nung der Lehrpersonen beeinflusst. Der Stoff, der im Frühling hätte unterrichtet werden sol-

len, musste mit sehr kurzer Vorbereitungszeit anders (für das «home-schooling») aufbereitet 

oder aber auf einen späteren Zeitpunkt vertagt werden. Auch der Unterricht nach Wiederer-

öffnung der Schulen ab dem 11. Mai 2020 war immer noch stark von der unerwarteten Schul-

schliessung beeinflusst. Schulische Lücken mussten in verschiedenen Fächern bearbeitet, die 

Gesamtsituation mit den Kindern aufgearbeitet und verschiedenste Schutzmassnahmen beach-

tet und mit den Kindern eingeübt werden. Durch die Schulschliessung ergaben sich neuartige 

Verschiedenheiten zwischen Schulklassen, welche nicht vorhersehbar waren und deren Effek-

te die Messung der Wirkung der eingesetzten Interventionsmaterialien erschweren. Nicht nur 

die Kinder, sondern auch die Eltern und die Lehrpersonen gingen unterschiedlich mit der 

Schulschliessung um. Plötzlich spielten auch die Eltern beim Unterricht für die Kinder eine 

wichtige Rolle. Das «home-schooling» war vor allem dann erfolgreich, wenn die Eltern das 

Kind optimal unterstützten. Nebst unterschiedlicher Wirksamkeit des «home-schooling» ka-

men auch nach der Wiedereröffnung der Schulen am 11. Mai 2020 weitere Differenzen zwi-

schen Klassen und Kantonen zum Tragen. In einigen Kantonen wurde z.B. während vier Wo-

chen vorerst in Halbklassen unterrichtet, was für die Kinder eine tiefere Wochenstundenzahl 

zur Folge hatte. Andere Kantone entschieden sich für die sofortige Wiederaufnahme des 

Schulbetriebs in ganzen Klassen. In einigen Kantonen wurde zudem für den Abschluss im 

Frühjahr 2020 auf Zeugnisnoten verzichtet, in anderen wurden trotz Schulschliessung Zeug-

nisse mit Noten ausgestellt. Die Zeit vom 11. Mai 2020 bis zu den Sommerferien 2020 war 

zudem geprägt von verschiedenen Unsicherheiten und unterschiedlichen Schutzmassnahmen 

und Schutzkonzepten in Zusammenhang mit der Covid-19-Situation in der Schweiz. 

Trotz diesen unerwarteten Unterschiedlichkeiten zwischen den Klassen und zwischen der 

Beschulung der einzelnen Kinder konnte diese Arbeit regulär abgeschlossen werden. Die 

Corona-bedingte Situation führte zwar dazu, dass der Umfang der Testungen geringer ausfiel 

als ursprünglich geplant. Die für diese Arbeit entscheidenden Erhebungen konnten mit 46 der 

zu Schuljahrsbeginn verfügbaren 68 Klassen durchgeführt werden. Die anderen Klassen wur-

den aus unterschiedlichen Gründen nicht getestet. Bei einigen Klassen war der Aufwand für 

die Lehrperson zu gross oder aber die Schulleitung hatte entschieden, das jeweilige kantonale 

Schutzkonzept streng auszulegen und den Zugang zum Schulareal für sämtliche externen Per-

sonen − und somit auch für die Testleitung des Forschungsprojekts − zu untersagen. In eini-

gen Klassen musste die Lehrperson ersetzt werden, weil die ursprüngliche Lehrperson der 

Covid-19-«Risikogruppe» angehörte. Einige weitere Klassen wurden nicht getestet, weil sie 
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die Interventionen erst im Frühjahr hätten umsetzen wollen und die Schulschliessung ihre 

Planung im Hinblick auf die Interventionen zu stark beeinträchtigt hatte. 

Im Zeitraum vom 2. Juni bis zum 10. Juli 2020 konnten dann aber – unter Einsatz eines eigens 

ausgearbeiteten «Covid-19 Schutzkonzepts» für das Forschungsprojekt – ein Grossteil der 

geplanten Erhebungen durchgeführt werden. Die Anzahl getesteter Kinder und Klassen er-

laubte es, die ursprünglich im Rahmen dieser Arbeit geplanten Berechnungen und Längs-

schnittanalysen durchzuführen.  

Die Ergebnisse dieser Auswertung und dieser Arbeit sind aber immer auch im Lichte der 

achtwöchigen Schulschliessung zu betrachten. In dieser Arbeit wird deshalb an einigen Stel-

len auf die Bedeutung der Schulschliessung aufgrund der «Covid-19-Pandemie» für diese 

Untersuchungen hingewiesen. Es ist nicht zu erwarten, dass sämtliche Ergebnisse unter «regu-

lären» schulischen Bedingungen repliziert werden können. Zu erwarten wäre beispielsweise, 

dass die im Frühjahr 2020 durchgeführten Erhebungen in einem anderen Schuljahr bei Kin-

dern der 2. Primarschulklasse, die kurz zuvor keine derartige Schulschliessung erlebt haben, 

bessere Ergebnisse liefern würden. Von den Anpassungen, die im Forschungsprojekt auf-

grund der Covid-19-Situation vorgenommen werden mussten, wird in dieser Arbeit an den 

jeweiligen Stellen laufend berichtet. Selbstverständlich wird diese Thematik auch in der Dis-

kussion der Ergebnisse in Kapitel 7.1 wieder aufgenommen. 
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2 Operationsverständnis als theoretisches Konstrukt 

In Kapitel 2 werden zuerst die Begriffe erläutert, die in der Mathematikdidaktik für die Be-

schreibung des Konstrukts Operationsverständnis verwendet werden. Die beiden Kapitel 2.1 

und 2.2 umfassen solche Begriffsbeschreibungen und Zusammenfassungen von anderen Kon-

zepten und Konstrukten aus der Mathematikdidaktik. In Kapitel 2.3 werden die eingeführten 

Begriffe dann verwendet, um das Konstrukt Operationsverständnis so zu umschreiben, wie es 

im späteren Verlauf dieser Arbeit verwendet werden wird. 

 

2.1 Operation, Verständnis und Operationsverständnis 

In diesem Abschnitt werden die Begriffe «Operation» und «Verständnis» aus Sicht verschie-

dener Wissenschaften beleuchtet und beschrieben. Der Begriff der Operation wird dabei aus 

Sicht der Mathematik und aus Sicht der Mathematikdidaktik betrachtet. Im Anschluss daran 

wird der Begriff des Verständnisses besprochen und dargelegt. Dieser Begriff wird in der Li-

teratur verschiedener Fachdisziplinen auf sehr unterschiedliche Art verwendet und umschrie-

ben. In diesem Kapitel werden zudem einige der Betrachtungsweisen beschrieben, welche mit 

dem Lernen von Mathematik in Zusammenhang stehen. Es wird dabei auch erläutert, welche 

dieser Betrachtungsweisen in dieser Arbeit weiter Verwendung finden wird. 

Die beiden Begriffe können sprachlich zum «Operationsverständnis» verbunden werden. Da-

bei handelt es sich um einen Begriff, der vorwiegend in der Mathematikdidaktik verwendet 

wird. Seine Bedeutung darzulegen, ist eines der Anliegen dieser Arbeit. In diesem Kapitel 

erfolgt eine erste Begriffsklärung, die in den Kapiteln 2.2 und 2.3 vertieft und geschärft wird. 

 

2.1.1 Die Operation  

Der Begriff der Operation wird in den beiden Wissenschaften Mathematik und Mathematik-

didaktik unterschiedlich verwendet. In diesem Kapitel werden die beiden Begriffsverwendun-

gen in ihrer Unterschiedlichkeit und in ihrer Gemeinsamkeit beleuchtet. 

 

Der Begriff der Operation in der Mathematik 

In der Mathematik beschreibt der Begriff der n-stelligen Verknüpfung eine Funktion, die 𝑛 

Elementen 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 aus 𝑛 Mengen 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 ein Element 𝑏 aus einer Menge 𝐵 zu-

ordnet. 

Eine zweistellige (oder binäre) Verknüpfung beschreibt den Spezialfall 𝑛 =  2, also eine 

Funktion, welche zwei Elementen 𝑎1 und 𝑎2 aus zwei Mengen 𝐴1 und 𝐴2 ein Element 𝑏 aus 

einer Menge 𝐵 zuordnet. 

Sind alle Mengen dieselben, also im Falle einer zweistelligen Verknüpfung die drei Mengen 

𝐴1, 𝐴2 und 𝐵 identisch (Menge 𝑀 =  𝐴1  =  𝐴2  =  𝐵), so wird die Verknüpfung eine innere 

Verknüpfung oder auch eine Operation genannt. 
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Eine zweistellige Operation ist also eine Funktion oder Verknüpfungsvorschrift 𝑓, die zwei 

Elementen 𝑥 und 𝑦 aus einer Menge 𝑀 ein Element 𝑓(𝑥, 𝑦) aus derselben Menge 𝑀 zuordnet 

(Bronštejn & Semendjaev, 2006, S. 308; Scheid, 1981, S. 480; Stingl, 2004, S. 27). Anstelle 

der Funktionsschreibweise 𝑓(𝑥, 𝑦) kann auch ein Operationszeichen, z.B. 𝑥 ∘ 𝑦 verwendet 

werden. 

 

Abbildung 1: Veranschaulichung einer zweistelligen Operation 

 

Beispiele von Operationen in der Menge ℕ =  {1, 2, 3, 4, . . . } der natürlichen Zahlen sind z.B.  

𝑓(𝑎, 𝑏)  =  𝑎 + 𝑏, die Summe der beiden Zahlen 𝑎 und 𝑏 

𝑓(𝑎, 𝑏)  =  𝑎 ∙ 𝑏, das Produkt der beiden Zahlen 𝑎 und 𝑏 

𝑓(𝑎, 𝑏)  =  ggT(𝑎, 𝑏), der grösste gemeinsame Teiler der beiden Zahlen 𝑎 und 𝑏 

𝑓(𝑎, 𝑏)  =  kgV(𝑎, 𝑏), das kleinste gemeinsame Vielfache der beiden Zahlen 𝑎 und 𝑏 

𝑓(𝑎, 𝑏)  =  max(𝑎, 𝑏), das Maximum der beiden Zahlen 𝑎 und 𝑏 

𝑓(𝑎, 𝑏)  =  𝑎2 + 𝑏2 

usw. 

Keine Operationen in der Menge der natürlichen Zahlen sind die Funktionen: 

𝑓(𝑎, 𝑏)  =  𝑎 − 𝑏 und 

𝑓(𝑎, 𝑏)  =  
𝑎

𝑏
,  

da bei diesen Funktionen der ursprüngliche Zahlenraum der natürlichen Zahlen (durch geeig-

nete Wahl der Werte von a und b) verlassen werden kann (Scheid, 1981, S. 480).  

Durch geeignete Zahlenraumerweiterungen werden aber auch diese beiden Funktionen zu 

Operationen, so ist 𝑓(𝑎, 𝑏)  =  𝑎 − 𝑏 eine Operation auf der Menge der ganzen Zahlen 

ℤ =  {. . . , −2, −1, 0, 1, 2, . . . } und 𝑓(𝑎, 𝑏)  =  
𝑎

𝑏
  wird zur Operation in der Menge ℚ\{0} der 
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rationalen Zahlen ohne die Null und natürlich auch in den Mengen ℝ\{0} und ℂ\{0} der reel-

len bzw. der komplexen Zahlen ohne die 0. 

Durch entsprechende Zahlenraumerweiterungen werden also auch die Subtraktion und die 

Division zu inneren Verknüpfungen und damit zu Operationen im Sinne der Mathematik.  

Beachtenswert an der Definition einer Operation in der Mathematik ist die Tatsache, dass sie 

sich nicht auf Mengen M von Zahlen beschränkt, sondern auch alle anderen denkbaren Men-

gen umfasst. Die Definition ist z.B. auch anwendbar auf Matrizen (anstelle von Zahlen), sie 

könnte die Vereinigung oder die Durchschnittbildung von Teilmengen einer Menge (als Ele-

mente der Potenzmenge einer beliebigen Ausgangsmenge) beschreiben (Bronštejn & Semend-

jaev, 2006) oder auch auf geometrische Vorgänge wie beispielsweise die Addition von Vekto-

ren in einem beliebigen Vektorraum angewendet werden (Scheid, 1981). In diesem Fall bildet 

die Menge M den Vektorraum und die zweistellige Operation entspricht der Addition der 

Vektoren. Auch die Bildung des Vektorprodukts zweier Vektoren aus einem Vektorraum M 

stellt eine zweistellige Operation im obigen Sinne dar, nicht aber die Berechnung des Skalar-

produkts, da dessen Ergebnis zu einem skalaren Wert und damit nicht zu einem Element aus 

der ursprünglichen Menge M (dem Vektorraum) führt. Das Skalarprodukt stellt aus diesem 

Grunde eine zweistellige Verknüpfung, nicht aber eine innere Verknüpfung (Operation) dar. 

 

Der Begriff der Operation in der Mathematikdidaktik 

In der Mathematikdidaktik ist es – insbesondere in der Literatur, welche sich ausschliesslich 

oder vorwiegend auf die Primarschulstufe bezieht − üblich, den Begriff der Operation zu ver-

wenden, um damit die vier Grundrechenarten (die vier Grundoperationen) zu beschreiben. 

Der Begriff wird auf diese Weise verwendet, da sich die vier Grundrechenarten bei entspre-

chender Zahlenraumerweiterung zu Operationen «entwickeln». Die Begriffsverwendung un-

terscheidet sich aber wie bereits angedeutet von derjenigen aus der Mathematik. Diese Unter-

schiedlichkeit zeigt sich zum Beispiel daran, dass der Begriff der Operation − genauso wie der 

damit verbundene Begriff des Operationsverständnisses − auch und sogar vorwiegend für 

Untersuchungen in den ersten drei Primarschuljahren verwendet wird. In diesen Jahren bewe-

gen sich die Kinder gedanklich noch ausschliesslich in der Menge der natürlichen Zahlen. 

In dieser Arbeit wird der Begriff der Operation im Sinne der Mathematikdidaktik verwendet 

und wird – sofern nicht genauer spezifiziert – die vier Grundrechenarten umfassen.  

Die Begriffe «Operation», «Grundoperation» und «Grundrechenart» werden in dieser Arbeit 

im Folgenden als Synonyme verwendet. 

Alle Operationen werden in dieser Arbeit im Zahlenraum der natürlichen Zahlen untersucht. 

Dieser Zahlenraum bleibt bei den Untersuchungen in dieser Arbeit auch eingeschränkt auf 

den Hunderterraum, d.h. auf den Zahlenraum der natürlichen Zahlen von 1 bis 100. Es wurde 

bereits davon berichtet, dass sich Operationsverständnis, das sich in kleineren Zahlenräumen 

zeigt, nicht notwendigerweise auf grössere Zahlenräume übertragen lässt (Schäfer, 2005; 

Freesemann, 2014, S. 44). Diese Aussagen wurden im Zusammenhang mit den Operationen 
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Addition und Subtraktion gemacht. Ob diese Beobachtung auch für die Multiplikation ge-

macht werden kann, bleibt dabei offen.  

Die Addition und die Subtraktion werden die Grundrechenarten oder die Operationen erster 

Stufe genannt. Die Multiplikation und die Division bilden die Grundrechenarten bzw. die 

Operationen zweiter Stufe (Oehl, 1962, S. 58).  

 

2.1.2 Das Verständnis 

Bevor in dieser Arbeit der Begriff Operationsverständnis beschrieben wird, werden verschie-

dene Ansätze zur Beschreibung der Begriffe «Verständnis» und «Verstehen» im Zusammen-

hang mit dem Erlernen von Mathematik beleuchtet. 

Die möglichen Bedeutungen der Worte «Verstehen» und «Verständnis» sind a priori ausge-

sprochen vielfältig. Sie können in Bezug auf verschiedene Gegenstandsbereiche z.B. auf die 

folgende Art voneinander abgegrenzt werden: 

«Man kann: 

(1) Menschen, Handlungen, Situationen verstehen, etwa die Motive, Ziele usw. der Betei-

ligten; 

(2) Äusserungen medial bzw. formal verstehen (Lautstärke, Fremdsprache); 

(3) Äusserungen inhaltlich verstehen (bei Mitteilungen, Texten, Wendungen, Wörtern, 

Symbolen, …); 

(4) Schliesslich einen Sachverhalt verstehen (Sachverstand)»  

(Bender, 1991, S. 53 f.) 

In dieser Arbeit wird mit «Verstehen» in der obigen Einteilung in vier Kategorien die Bedeu-

tung (4) gemeint. Auch im Begriff «Operationsverständnis» ist die Bedeutung (4) gemeint, 

gegebenenfalls ergänzt durch Aspekte der Bedeutung (3), falls z.B. Symbole (Zahlen oder 

Operationszeichen) den Kindern noch unklar oder «unverstanden» sein sollten.  

 

Vielfalt der Ansätze zur Beschreibung von «Verstehen» 

Die Ansätze zur Schärfung und klaren Erfassung der Begrifflichkeiten unterscheiden sich 

zwischen verschiedenen Wissenschaften. Während in der Psychologie Verständnis unabhän-

gig vom Lerngegenstand beschrieben wird, stehen in den verschiedenen Fachdidaktiken die 

Prozesse des Lernens und des Verstehens meistens in klarem Bezug zum jeweiligen Fach. 

Innerhalb des Fachs wiederum sind sie meist auch bezogen auf einen jeweiligen Lerngegen-

stand. Beispielsweise wird in Drollinger-Vetter (2011) das Verstehen mit Bezug auf Aebli 

(2011) als «inhaltsabhängig» angesehen. Es wird dabei postuliert, das Verstehen sei «in den 

Begriffen der Sache» zu beschreiben. Auch Weigand (2015) schlägt für das Verstehen eine 

«domänenspezifische» Untersuchung vor. Zentrale Begriffe für das Verständnis eines einzel-
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nen Gebiets der Mathematik unterscheiden sich also auch innerhalb der Mathematik von Ge-

biet zu Gebiet. 

Lernprozesse bzw. Verstehens-Prozesse finden also nicht nur in fachspezifisch unterschiedli-

cher Art und Weise statt, sondern unterscheiden sich auch innerhalb eines Fachs von Gebiet 

zu Gebiet. Damit ist es notwendig, Verstehens-Prozesse sehr eingehend und bezogen auf das 

jeweilige Themenfeld zu untersuchen. Übergreifende und allgemeine Beschreibungen eines 

Verstehens-Prozesses werden nach Ansicht der Fachdidaktiker der Sache und dem Inhalt häu-

fig nicht gerecht. Die Mathematikdidaktik wie auch die Fachdidaktiken anderer Fächer be-

gründen u.a. mit dieser Beobachtung ihren Anspruch, als eigenständige Wissenschaften zu 

gelten (Bigalke, 1974). 

Innerhalb der Mathematikdidaktik illustriert das Konzept der Grundvorstellungen die Tatsa-

che, dass verschiedene Lerngegenstände sehr unterschiedliche innere Vorstellungen des Ler-

nenden benötigen. Nur so können die Lerngegenstände in angemessener Weise «verstanden» 

werden. Angewandt auf die Grundrechenart Multiplikation kann dies bedeuten, dass ein Kind 

zeitlich-sukzessive Beispiele («Peter geht dreimal in die Küche und holt dort jedes Mal vier 

Teller») der Multiplikation bzw. einer passenden Malaufgabe (einem Multiplikationsterm) 

zuordnen kann, während diese Zuordnung bei kombinatorischen Beispielen («Peter hat drei 

Pullover und vier Hosen. Auf wie viele Arten kann er sich anziehen?») noch nicht gelingt und 

dieses zweite Beispiel damit im Sinne des Operationsverständnisses unverstanden bleibt. 

Es wird in der Literatur zudem darauf hingewiesen, dass selbst innerhalb der Mathematikdi-

daktik die Begriffe «Verstehen» und «Verständnis» sehr unterschiedlich gebraucht werden 

und mit verschiedener Bedeutung versehen sind (Weigand, 2015). Versuche, die Begriffsver-

wendung zu vereinheitlichen, gelingen meist nicht, weil die Inhalte zu vielschichtig und zu 

unterschiedlich seien (Bönig, 1995). 

Häufig kommt es aber in der mathematikdidaktischen Literatur vor, dass der Begriff des 

«Verstehens» in Zusammenhang gebracht wird mit dem Begriff von Vorstellungen, die dann 

zum Teil «innere Vorstellungen», «Modellvorstellungen» oder eben auch Grundvorstellungen 

genannt werden. Weigand (2015) hält zum Beispiel fest, dass zum «Verstehen» mehr gehöre 

als die reine Kenntnis einer Definition. Für das Verständnis eines Begriffs seien auch Vorstel-

lungen zu den Eigenschaften und den Merkmalen des Begriffs notwendig («Begriffsinhalt»). 

Der Lernende sollte weiter einen Überblick gewinnen über die Gesamtheit aller Objekte, die 

mit dem entsprechenden Begriff bezeichnet werden («Begriffsumfang»). Zudem sollte der 

Lernende in der Lage sein, die Beziehungen des Begriffs zu anderen Begriffen zu erfassen 

(«Begriffsnetz»). Als Letztes wird die Anwendung und der angemessene Umgang mit dem 

Begriff genannt («Begriffsanwendungen»). In all diesen Aspekten ist der Lernende gefordert, 

wenn er ein umfassendes Begriffsverständnis aufbauen möchte. Aufgabe der Lehrperson ist es 

jeweils, die lernende Person beim Aufbau eines solchen Verständnisses zu unterstützen. Der 

Autor beschreibt weiter die Notwendigkeit, dass der Lernende für den Aufbau von Verständ-

nis «mentale Objekte» aufbaut, und verweist auf den Begriff der Grundvorstellungen (Wei-

gand, 2015, S. 260 ff.). 
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Ansätze aus der Psychologie mit Bezug zur Mathematikdidaktik 

Zuweilen werden auch Ansätze aus der Psychologie innerhalb der Fachdidaktiken angewandt, 

um den Prozess des Verstehens eines Sachverhalts zu beschreiben, so z.B. in Drollinger-

Vetter (2011). Der Einbezug solcher Ansätze ist innerhalb der Mathematikdidaktik aber um-

stritten und wird in diesem Fachgebiet rege diskutiert (Lorenz, 2017; Obersteiner et al., 2018; 

Griesel et al., 2019). 

Sowohl in der Psychologie als auch in der Mathematikdidaktik kann der Begriff des «Ver-

ständnisses» bzw. der Vorgang des «Verstehens» unterschiedlich gefasst und beschrieben 

werden. Einige solche Ansätze rund um den Begriff des «Verstehens» − alle zumindest mit 

Bezug zur Mathematikdidaktik – werden im Folgenden kurz beleuchtet. 

Viele Autoren und Didaktiker stimmen darin überein, dass der Prozess des Lernens, welcher 

auch den Aufbau von Verständnis umfasst, ein konstruktivistischer Prozess ist. Flanders 

(2014) legt mit Bezug auf Hiebert & Carpenter (1992) zusammengefasst dar, der Konstrukti-

vismus gehe davon aus, dass die Lernenden ihr eigenes Verständnis eigenständig aufbauen 

und somit konstruieren. Die lernende Person baut sich dabei selbst ein Netzwerk von gedank-

lichen Verknüpfungen auf. Stern (2002) postuliert, dass neue kognitive Kompetenzen das 

Ergebnis einer aktiven geistigen Konstruktion sind. Sie entstehen nicht durch eine passive 

Übertragung vom Lehrenden zum Lernenden. Verstehen wird angesehen als Aufbau und Ver-

bindungsausbau in einem gedanklichen Netzwerk und ein Sachverhalt («fact») gilt als ver-

standen, wenn er Teil eines solchen gedanklichen Netzwerks ist. Das Ausmass des Verstehens 

hängt ab von der Dichte und vom Ausbau dieses gedanklichen Netzwerks. Hiebert & Carpen-

ter (1992) verweisen darauf, dass diese Auffassung von Verständnis eine lange mathematik-

didaktische Tradition habe, die sich durch das ganze 20. Jahrhundert hindurch ziehe. Sie un-

terstützen den Gebrauch von Materialien im schulischen Unterricht als Mittel zum Zweck der 

Förderung des Verständnisses für Mathematik. Sie weisen aber auch auf deren Gefahren hin 

und begründen die Bedeutung des Darstellungswechsels für das Verständnis. Es wird zudem 

hingewiesen auf die Bedeutung des Darstellungswechsels besonders im Zusammenhang mit 

mathematischen Symbolen wie Zahlen oder Rechentermen. Für das Verständnis der Schul-

kinder für solche mathematische Symbole sind Verbindungen in einem gedanklichen Netz-

werk und der Wechsel zu anderen Darstellungsarten notwendig (Hiebert & Carpenter, 1992, 

S. 66 ff.).  

Die Entwicklung von Verständnis wird als bedeutungsvoll diskutiert, denn dieses ist mit vie-

lerlei vorteilhaften Effekten verbunden. Die lernende Person erinnert sich leichter an Dinge, 

die sie verstanden hat. Ihr Gedächtnis wird entlastet, wenn sie einen Sachverhalt versteht und 

diesen nicht auswendig lernen muss. Auch fallen Transferleistungen wie die Anwendung des 

Gelernten dem Lernenden leichter, wenn er etwas verstanden hat und dieses neue Wissen in 

ein entsprechendes Netzwerk eingebettet ist. 

Verstehen wird also beschrieben als ein Prozess, bei dem gedankliche Verbindungen herge-

stellt werden. Dies kann entweder zwischen bereits bekannten Informationsteilen oder auch 

zwischen Bekanntem und neuer Information stattfinden. Dieser Verbindungsaufbau und die 
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Herstellung von Verknüpfungen u.a. auch zwischen inneren Bildern und Darstellungen führen 

zum Begriff des Darstellungswechsels. 

Verständnis entwickelt sich somit, wenn ein gedankliches Netzwerk dichter, besser vernetzt 

und verbunden wird und die bestehenden Verbindungen gestärkt werden (Flanders, 2014). 

Diese konstruktivistischen Gedanken gehen zurück bis zu Piaget, der formuliert hat, dass «nur 

die aktive Auseinandersetzung eines Individuums mit Gegebenheiten seiner Umwelt» dazu 

führt, dass Bedeutung konstruiert wird und Lernen stattfindet (Gerlach, 2007, S. 104). 

In manchen Arbeiten wurde dabei mit starkem Bezug zu Piaget der Bezug zur Handlung des 

Lernenden besonders hervorgehoben. Dörfler beispielsweise betont den Zusammenhang zwi-

schen mathematischen Begriffen und dem Handeln. Der Autor sieht die praktischen Handlun-

gen als «Ursprung und als Mittel zur Herausbildung mathematischer Begriffe und Operatio-

nen» und beschreibt in seiner Arbeit das «Lernen von (grundlegender) Mathematik in und 

durch Handlungen». Er arbeitet dabei mit den Begriffen «Frames» und «kognitiven Schema-

ta» und sieht Wissenserwerb als individuelle Konstruktion, die aber auch von aussen durch 

Material und durch die Lehrpersonen gesteuert wird. Der sprachlichen Ebene schreibt der 

Autor – genauso wie auch die jüngere Literatur − bei solchen Prozessen des Lernens und der 

Entwicklung von Verstehen besonders hohe Bedeutung zu (Dörfler, 1988). 

Auch in der Kognitionspsychologie werden Lernprozesse bzw. Prozesse der Entwicklung und 

des Aufbaus von Verständnis unter dem Aspekt des «Strukturaufbaus» beschrieben. Diese 

Betrachtungsweise wird auch in mathematikdidaktischen Zusammenhängen angewandt und 

beleuchtet. Drollinger-Vetter (2011) beschreibt «Verstehen» mit Bezug auf Aebli (1994) als 

«Aufbau von beweglichen und transparenten kognitiven Strukturen». Verstehens-Prozesse 

können als Prozesse der Begriffsbildung verstanden werden. Die Begriffsbildung wiederum 

sei ein «Prozess des Aufbaus und der Objektivierung von Strukturen». Das Verstehen einer 

Sache wird in Zusammenhang mit einem Netz von Beziehungen, die der Sache innewohnen, 

angesehen. Dieses Netz «transparent» zu sehen und sich darin geistig bewegen zu können, ist 

laut den Autoren die eigentliche Bedeutung von «Verstehen». 

Ein weiterer Ansatz aus der Kognitionspsychologie, Verstehens- und Lernprozesse zu be-

schreiben, verwendet die Einteilung von Wissen in konzeptuelles und prozedurales Wissen. 

Diese Einteilung wurde schon in Hiebert & Carpenter (1992) und in früheren Werken ausge-

führt, aber auch in neuerer Zeit vermehrt wieder aufgenommen und diskutiert.  

Konzeptuelles Wissen umschreibt eine Einsicht, eine Kenntnis der Bedeutung der verwende-

ten Begriffe und Verständnis für die Verfahren und Begriffe. Im Gegensatz dazu beschreibt 

prozedurales Wissen die Fähigkeit, Abläufe («Prozeduren») auszuführen. Ergänzt werden 

diese beiden Begriffe durch den Aspekt der prozeduralen Flexibilität. Dieser Begriff bezeich-

net die erweiterte Fähigkeit, Abläufe auszuführen und zu entscheiden, welcher dieser Abläufe 

der geeignetste bzw. effizienteste in der jeweiligen Situation ist. 

Anhand von Beispielen aus der Mathematik wird dargelegt, wie konzeptuelles und prozedura-

les Wissen aufeinander aufbauen und einander gegenseitig ergänzen und zu prozeduraler Fle-

xibilität des Lernenden führen. Prozedurale Flexibilität wird u.a. auch durch Vergleichspro-

zesse gefördert. Verstehen wird in diesem Ansatz beschrieben als Ergebnis eines geeignet 
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verzahnten Aufbaus von konzeptuellem und prozeduralem Wissen beim Lernenden (A. J. 

Baroody et al., 2007; Rittle-Johnson & Star, 2007, 2011; Durkin et al., 2017; Rittle-Johnson, 

2017). 

Fortschritte in den beiden Aspekten des konzeptuellen und prozeduralen Wissens sind eng 

verzahnt und finden in iterativer Weise und in enger Wechselwirkung miteinander statt. Fort-

schritte in einem der beiden Aspekte fördern und beschleunigen Fortschritte im anderen. Be-

zogen auf den Lernprozess und vor allem auch auf die Ausgestaltung von Unterricht ist dies 

eine wichtige Erkenntnis mit praktischen Konsequenzen. Unterricht, der vorwiegend oder 

sogar ausschliesslich einen der beiden Aspekte beachtet, bleibt mangelhaft. Rittle-Johnson  

(2017) beschreibt Lerntechniken, welche mehr als nur einen dieser Aspekte von Wissen be-

dienen. Zu diesen Lerntechniken gehört insbesondere auch die Vergleichsarbeit, z.B. zwi-

schen verschiedenen Lösungswegen (Durkin et al., 2017; Rittle-Johnson & Star, 2011). 

 

Der Blick der Semiotik auf den Verstehens-Begriff 

In der semiotischen Schule werden Prozesse des Verstehens mittels Zeichen oder Signalen 

beschrieben. Diese Schule geht zurück auf die griechischen Gelehrten Platon und Aristoteles. 

Vertreter dieser Schule in der neueren Zeit sind Charles Sanders Peirce und Ferdinand de 

Saussure (Dörfler, 2019). Beschrieben wird in dieser Betrachtungsweise der Dreiklang zwi-

schen dem Bezeichneten (dem Gegenstand), dem Zeichen (dem gesprochenen Wort) und der 

Vorstellung, die sich dabei «in der Seele» ergibt und entwickelt. De Saussure unterscheidet 

zwischen dem Bezeichneten («signifié») und dem Bezeichnenden («signifiant»). Die Mathe-

matikdidaktik bezieht sich aber stärker auf Peirce, der im Gegensatz zu De Saussure stärker 

mit einer Dreiteilung in Objekt, Representamen und Interpretant arbeitet. Aufgegriffen wird 

die semiotische Betrachtungsweise auch bei der Beschreibung von Darstellungswechseln, der 

Einteilung in verschiedene Register und den Wechseln zwischen oder innerhalb von solchen 

Registern (Duval, 2006). Wechsel zwischen Registern werden dabei «conversions», Wechsel 

der Betrachtungsweise bzw. der Darstellungsart innerhalb eines Registers werden «treat-

ments» genannt. Die Bandbreite der Anwendungen dieser Theorien in der Mathematikdidak-

tik ist gross und ihre Reichweite erstreckt sich auch auf Themen, die ausserhalb des Primar-

schulunterrichts behandelt werden. Entsprechend werden beispielsweise auch Verstehens-

Prozesse in der Algebra oder auch die komplexen Zahlen bzw. abstraktere Objekte der höhe-

ren Algebra unter semiotischer Perspektive beleuchtet. Immer wieder werden dabei multiple 

Darstellungen und der Wechsel zwischen solchen Darstellungen diskutiert. An der Fähigkeit, 

zwischen Darstellungen zu wechseln, zeigt sich letztendlich das Verstehen der Lernenden 

(Dörfler, 2015; Duval, 2006). Diese Fähigkeit zum Repräsentationswechsel und die Gewandt-

heit bei diesem Wechsel («fluency») wird u.a. auch in Flanders (2014) als Zeichen von Ver-

ständnis formuliert. 

Semiotiker sehen im Lernen von Mathematik nicht nur in der elementaren Arithmetik, son-

dern auf jedem Niveau «Zeichenspiele» oder «Zeichenpraxis» (Rosch, 2015; Dörfler, 2019). 

Das Zeichenspiel der Arithmetik könnte zwar ebenso zur reinen «Unterhaltung» nach den 

geltenden Regeln erfolgen, sollte aber − wenn möglich − für den Lernenden auch einen Sinn 
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ergeben. Diesen Sinn erhält es, wenn den Zeichen und den Regeln Bedeutung zukommt 

(Dörfler, 2019). Angewandt auf die Arithmetik der vier Grundrechenarten kann dies so for-

muliert werden, dass das Zahlenspiel Sinn bekommt, wenn es vom rechnenden Kind mit Ope-

rationsverständnis betrieben wird. Ansonsten bleibt es beim Zahlenspiel bzw. bei der in der 

Einleitung erwähnten und in der Literatur beschriebenen «bedeutungslosen Manipulation mit 

Ziffern». Thomas (2008) hält mit Bezug auf Peirce fest, dass ein Symbol ein Zeichen sei, das 

durch dessen Gebrauch erst eine Bedeutung erhält. Diese Bedeutung gilt es zuerst zu er-

schliessen; eine Verwendung von Zeichen, ohne deren Bedeutung zu kennen, bleibt ein sinn-

loser Vorgang. Rechnen ohne Operationsverständnis ist ein Beispiel eines solchen Vorgangs, 

der wenig Sinn macht. 

Zeichen können unterschiedlich verwendet und mit Sinn gefüllt werden. Laakmann (2013) 

beschreibt, wie Begriffe und Zeichen entweder individuell oder auch konventionell mit Be-

deutung ausgefüllt sein können. 

Semiotiker präsentieren mit ihrer Sicht auf die Mathematik eine alternative Betrachtungswei-

se, deren Fokus auf den Zeichentätigkeiten liegt. Gemäss ihrer eigenen Sicht wird die Mathe-

matik dadurch «humanisiert». Sie wird durch diese Betrachtungsweise zu einer sozialeren und 

beobachtbaren Tätigkeit (Dörfler, 2019). 

 

«Kommognitionale» Betrachtung des Verstehens-Begriffs 

Eine weitere alternative Sicht innerhalb der Mathematikdidaktik liefert die «kommognitiona-

le» Erforschung von Lernprozessen. In dieser Schule werden die beiden Vorgänge des Den-

kens («thinking», «cognition») und der Kommunikation («communication») in enger Verbin-

dung zueinander gesehen. Die beiden Vorgänge werden als Manifestationen desselben Pro-

zesses beschrieben. Die Wortkombination in englischer Sprache führt zum neuen Begriff 

«commognition», welcher dieser Sichtweise ihren Namen gibt (Sfard, 2012a, 2012b). 

Beschrieben werden in dieser Betrachtungsweise Routinen («routines»), welche sowohl in 

«practical» und «discursive» als auch in «process-oriented» und «product-oriented» eingeteilt 

werden können (Lavie et al., 2018).  

Denken wird als eine Art Selbstgespräch betrachtet. Mathematik zu betreiben wird als Ge-

sprächsführung bzw. als Diskurs angesehen. Auf diesen Grundvoraussetzungen aufbauend 

wird dann der Lernprozess bzw. das «Verstehen» von Mathematik beschrieben (Sfard, 

2012b). 

Die Untersuchungen münden in der Erkenntnis, dass Lernprozesse als Prozesse der «Routini-

sierung» betrachtet werden können und damit eigentlich keine Notwendigkeit mehr besteht, 

den Begriff des «Verstehens» überhaupt zu verwenden (Lavie et al., 2018, S. 20 f.).  

Diese Forschungsrichtung soll aufzeigen, wie weitreichend und unterschiedlich die Erfassung 

des Begriffs «Verstehens» auch in der Mathematikdidaktik ist. In dieser Schule wird der Be-

griff des Verstehens, welchen andere Forscher zu beschreiben und zu fassen versuchen, auf-

grund der getätigten Überlegung als unnötig betrachtet. 
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2.1.3 Das Operationsverständnis 

In diesem Kapitel erfolgt eine Beschreibung des Begriffs Operationsverständnis unter Ver-

wendung der bisher besprochenen Begriffe. Das Kapitel liefert damit auch eine Annäherung 

an das Konstrukt Operationsverständnis, das in Kapitel 2.3 beschrieben wird.  

 

Grundverständnis 

In der mathematikdidaktischen Literatur wird der Begriff Operationsverständnis verwendet, 

um ein Grundverständnis der Kinder für die vier arithmetischen Grundrechenarten zu be-

zeichnen. Der Begriff der Operation wird dabei verwendet für die in Kapitel 2.1.1 dargelegten 

Operationen aus der Mathematikdidaktik. Es geht in dieser Arbeit also um das Verständnis 

der Kinder für die vier Grundrechenarten, also um die vier Grundoperationen der Addition, 

Subtraktion, Multiplikation und Division. 

Die vier Grundrechenarten werden bei dieser Begriffsverwendung entweder gemeinsam be-

trachtet oder aber getrennt untersucht. Bei der getrennten Untersuchung ist dann jeweils vom 

Operationsverständnis für die jeweilige Grundrechenart, z.B. vom «Operationsverständnis der 

Multiplikation» oder auch vom «Multiplikationsverständnis» die Rede. Dabei wird meist 

selbstredend davon ausgegangen, dass das Konstrukt Operationsverständnis in vier einzelne 

sinnvolle Konstrukte für die vier Grundrechenarten zerfällt. Von dieser Annahme wird auch 

in der vorliegenden Arbeit ausgegangen. Für den Zweck dieser Arbeit wird das Konstrukt 

Operationsverständnis so verwendet, wie es in der mathematikdidaktischen Literatur im Mo-

ment gebräuchlich ist, d.h. als Oberbegriff bzw. als Sammelbegriff für das Operationsver-

ständnis sämtlicher vier einzelner Grundrechenarten.  

Zuweilen wird das Multiplikationsverständnis auch mit anderen Begriffen oder mit einer Um-

schreibung wie z.B. dem «umfassenden multiplikativen Verständnis» in der Literatur behan-

delt (Ruwisch, 2001). In dieser Arbeit werden solche Formulierungen ohne weitere Rücksicht 

auf allfällige sprachliche Nuancen als Synonyme verwendet.  

Die vier Grundrechenarten werden im schulischen Unterricht sowohl in der Schweiz als auch 

in Deutschland in den ersten drei Primarschuljahren eingeführt und behandelt. Sie gehören für 

alle Kinder – insbesondere auch für jene mit besonderem Förderbedarf − zu den zentralen 

Lernzielen der ersten Schuljahre (Moser Opitz & Schmassmann, 2007). Verschaffel et al. 

(2007) bezeichnen die Grundrechenarten («operations») als dominanten Teil der mathemati-

schen Grundausbildung («a dominant part of elementary mathematics education»). 

Dabei geht es bei der Einführung in die Grundrechenart typischerweise um ein erstes grundle-

gendes Verständnis der Kinder für die jeweilige Grundrechenart. Das Einüben (bzw. das 

Auswendiglernen oder Abrufen) von Rechenaufgaben und deren Ergebnissen (z.B. das Einü-

ben des Einmaleins für die Multiplikation) folgen im Unterricht zu späterem Zeitpunkt. Die-

ses Einüben erfolgt erst, nachdem das inhaltliche Denken ermöglicht und das Grundverständ-

nis für die Bedeutung der Grundrechenart gefestigt bzw. die notwendigen Grundvorstellungen 

aufgebaut worden sind (Smith & Smith, 2006; Prediger, 2009; Gaidoschik, 2016a, 2016b). 
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Der in dieser Arbeit verwendete Begriff «Operationsverständnis» beschreibt dieses frühe 

Grundverständnis für die Bedeutung der jeweiligen Grundrechenart. Er beschreibt hingegen 

nicht die Fähigkeit, Rechnungen zu lösen und beispielsweise Ergebnisse von Multiplikations-

aufgaben aus dem Gedächtnis abzurufen. 

Die Bedeutung von Operationsverständnis ändert sich in höheren Klassen nicht. Wissen-

schaftliche Untersuchungen des Operationsverständnisses zu späterem Zeitpunkt (in späteren 

Primarschuljahren oder in der Sekundarstufe) betreffen daher häufig Mängel im Grundver-

ständnis, das in den ersten drei Schuljahren hätte aufgebaut werden sollen. Die inhaltliche 

Bedeutung des Begriffs «Operationsverständnis» ist in diesen Arbeiten dieselbe wie bei den 

Untersuchungen in den frühen Primarschuljahren (Moser Opitz, 2005; Ehlert et al., 2013).  

In der Literatur wird auch darauf hingewiesen, dass es genau das tiefliegende Verständnis für 

die eigentlichen wesentlichen Inhalte der Mathematik ist (beispielsweise das Operationsver-

ständnis), welches die spätere Mathematikleistung voraussagt. Weniger aussagekräftige Prä-

diktoren sind die prozeduralen Fertigkeiten oder der schnelle Abruf von auswendig gelernten 

Ergebnissen zu einzelnen Multiplikationsaufgaben (Moser Opitz, 2013; Smith & Smith, 

2006). Der zu starke Fokus des Unterrichts auf prozedurale Aspekte im Gegensatz zu konzep-

tuellem Verständnis wird in der Literatur auch als Erklärung für Schwierigkeiten der Kinder 

im Umgang mit der Multiplikation herangezogen (Hurst & Hurrel, 2016). Die Autoren stellen 

fest, dass die Leichtigkeit, mit der die Kinder Ergebnisse von Multiplikationsaufgaben abru-

fen, keinerlei Indiz für ihr Multiplikationsverständnis sei.  

In umfangreicheren empirischen Untersuchungen werden hingegen häufig Rechenleistungen 

und prozedurale Aspekte geprüft. Als Erklärung hierfür dient sicherlich die Tatsache, dass 

sich das Erfassen des Grundverständnisses sehr viel schwieriger gestaltet. In Stanat et al. 

(2017) werden bei den verschiedenen Kompetenzstufen, die für das Fach Mathematik erfasst 

werden, schon auf tiefer Stufe mehrheitlich Rechenleistungen wie z.B. das Lösen von Ein-

maleins-Rechnungen genannt. Es bleibt also unklar, ob und in welchem Umfang bei dieser 

Untersuchung Operationsverständnis gemessen wurde. In vielen weiteren Studien verhält sich 

dies nicht anders. 

Der Begriff «Operationsverständnis» – so wie er in der Mathematikdidaktik verwendet wird – 

bezeichnet also ein grundlegendes Verständnis für die zentralen und wichtigsten Aspekte und 

Bedeutungen der jeweiligen Grundrechenart. Er wird nicht dazu verwendet, Nuancen in Fer-

tigkeiten mit den Grundrechenarten zu beschreiben, wenn dieses «grundlegende» Verständnis 

einmal gegeben ist. So ist die Unterscheidung zwischen Personen, die in der späteren Schul-

zeit oder auch im Erwachsenenalter unterschiedlich flink oder auch unterschiedlich geschickt 

die Grundrechenarten anwenden, keine Frage des Operationsverständnisses im Sinne der Ma-

thematikdidaktik. 

 

  



16 

Verwendung von «Operationsverständnis» in der Mathematikdidaktik 

Verschiedene Konstrukte aus der Psychologie (z.B. «Extrovertiertheit» oder «Intelligenz») 

erfassen Begriffe, deren Verwendungen im Alltag mit vielen Nuancen versehen sind. Für die 

Erfassung solcher Konstrukte im Rahmen von Erhebungsinstrumenten mittels Tests oder Fra-

gebogen sind jeweils Operationalisierungen notwendig, die mit Vereinfachungen des zu erfas-

senden Begriffs verbunden sind (Bortz & Döring, 2016, S. 221 ff.). 

Im Gegensatz zu den obigen Beispielen aus der Psychologie handelt es sich beim Operations-

verständnis aber um einen Begriff, der bereits inhaltlich «eng» gefasst ist. 

Operationsverständnis beschreibt die grundlegenden Aspekte des Verstehens, die bei einem 

Kind in der Primarschule für die Grundrechenarten aufgebaut werden sollten. Operationsver-

ständnis beschreibt nicht einen raffinierteren oder «verständigeren» Umgang mit der Operati-

on zu späterem Zeitpunkt. Eine erwachsene Person, welche beispielsweise eine Multiplikati-

onsaufgabe wie 16 · 14 flinker löst (z.B. durch Abrufen des Ergebnisses von 15
2
 und eine 

darauffolgende Differenzbildung 225 − 1) als eine andere Person, mag verständiger, effizien-

ter, flexibler oder geschickter mit dieser Grundrechenart umgehen. Sie zeichnet sich im um-

gangssprachlichen Sinne des Wortes also auch durch ein höheres Verständnis für die Operati-

on aus. Sie zeigt aber – so die Begriffsverwendung des Konstrukts in der Mathematikdidaktik 

– gegenüber der anderen Person kein höheres oder stärker ausgeprägtes Operationsverständ-

nis. 

In dieser Hinsicht unterscheidet sich Operationsverständnis vom englischen Begriff «operati-

on sense», denn die denkbare verbleibende Weite des Begriffs kommt in der englischen Spra-

che viel deutlicher zum Ausdruck. In manchen Arbeiten aus dem englischsprachigen Raum 

wird sogar ausdrücklich auf diese Weite des Konstrukts hingewiesen (Slavit, 1999, S. 258) 

oder die Beschreibung des Konstrukts wird mit Formulierungen wie «operation sense enables 

students to apply and use operations with meaning and flexibility» (Huinker, 1993, S. 80) 

bewusst weit gefasst.  

In beiden Sprachräumen findet aber das in der Mathematik weit verbreitete Konzept des 

Wechsels zwischen Darstellungen Anwendung. In der Fachliteratur besteht ein Konsens da-

hingehend, dass der Darstellungswechsel einen zentralen, wesentlichen Aspekt des Konstrukts 

Operationsverständnis darstellt.  

Etwas weniger Einheit besteht hinsichtlich der Frage, welche weiteren Aspekte das Konstrukt 

umfassen soll. In der Literatur sind einerseits «Definitionen» zu finden, die besagen, das Ope-

rationsverständnis sei gleichzusetzen mit der Fähigkeit zum Darstellungswechsel, und damit 

auch suggerieren, die Definition des Konstrukts würde bzw. sollte sich auf diese Fähigkeit 

beschränken  (Gerster & Schultz, 2004; Freesemann, 2014, S. 111). In anderen Arbeiten wird 

etwas vorsichtiger formuliert, der Darstellungswechsel sei ein Indiz oder Indikator oder ein 

zentraler Aspekt von Operationsverständnis (Moser Opitz, 2005, S. 123; Kuhnke, 2013, S. 

29). Es wird festgehalten, der Darstellungswechsel stehe in enger Beziehung zum Operations-

verständnis, und Schwierigkeiten beim Operationsverständnis würden sich beim Hin- und 

Herwechseln zwischen unterschiedlichen Repräsentationsformen äussern bzw. seien durch 
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Mängel bei den Fähigkeiten des Hin- und Herwechselns (des «Mathematisierens») bedingt 

(Moser Opitz, 2009, S. 37, 2013, S. 205; Freesemann & Breucker, 2014, S. 8). 

In der deutschsprachigen Literatur wird ausser auf den Darstellungswechsel auch auf die Be-

deutung der Grundvorstellungen hingewiesen. Dies bedeutet, dass der Darstellungswechsel 

den Kindern nicht nur für einzelne Aufgabentypen, sondern auch für möglichst viele Aufga-

bentypen gelingen sollte.  

Zudem wird auch im deutschsprachigen Raum Flexibilität im Umgang mit den Grundrechen-

arten als Indiz für ein angemessenes Verständnis angesehen. Diesem Aspekt der Formulie-

rung von Huinker (1993) wird in der Mathematikdidaktik ebenfalls Bedeutung beigemessen. 

Es geht dabei aber meist nicht um Flexibilität im Sinne des geschickten Rechnens, sondern 

eher um gedankliche Flexibilität bei den Übersetzungsprozessen zwischen den einzelnen Dar-

stellungen. Der Begriff «Operationsverständnis» wird aber nach wie vor lediglich verwendet, 

um ein Grundverständnis für die jeweilige Grundrechenart zu beschreiben. Um dies am Bei-

spiel der Multiplikation zu präzisieren: Gemeint ist also ein Erkennen von multiplikativen 

Strukturen in Alltagsbildern, in Alltagssituationen oder in Punktebildern, nicht aber Raffines-

se oder Effizienz beim Anwenden des Einmaleins oder beim Lösen von Malrechnungen in 

höheren Zahlenräumen. Flexibilität spielt hier insofern mit, als ein flexibler Umgang z.B. mit 

Punktebildern eine Übersetzung in einen Term erleichtern kann. Ein derartiges Erkennen von 

Strukturen (z.B. am Hunderterpunktefeld) und das Arbeiten mit Verwandtschaften zwischen 

einzelnen Multiplikationsaufgaben können zum Operationsverständnis beitragen. 

 

Abbildung 2: Vergrösserung eines 2 · 6 Punktefelds durch Hinzunahme neuer Punkte; aus Florin et al. (2019) 

 

Ein Erkennen eines 3 · 6 Punktefelds am Hunderterfeld mit Hilfe des Wissens, dass dieses aus 

dem 2 · 6 Punktefeld durch Hinzunahme einer Zeile hervorgeht, kann unter dem Gesichts-

punkt des Operationsverständnisses betrachtet werden. Entsprechendes Arbeiten der Kinder 

mit Strukturen kann der Förderung von Operationsverständnis dienen.  

Für den Zweck dieser Arbeit wird Operationsverständnis somit verstanden als die Fähigkeit, 

zwischen der mathematischen Symbolik und realen Darstellungen (in bildlicher oder textba-
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sierter Form) hin und her zu wechseln (also den Darstellungswechsel zwischen Mathematik 

und Realität zu vollziehen). Einbezogen wird die Notwendigkeit, die verschiedenen Grund-

vorstellungen der einzelnen Operationen zu bedienen. Zudem wird für ein «ausreichendes» 

Operationsverständnis eine angemessene Flexibilität im Umgang mit Strukturmerkmalen bzw. 

der Verwandtschaft verschiedener mathematischer Terme verlangt.  

 

 

Abbildung 3: Punktefeld zu den Malaufgaben 3 · 10 sowie 2 · 15; ; aus Florin et al. (2019) 

 

Hierzu zählt auch die Fähigkeit zum Darstellungswechsel innerhalb der mathematischen 

Symbolik (der «intramodale Transfer»), z.B. beim Erkennen der Verwandtschaft der beiden 

Terme 3 · 10 und 2 · 15 oder zum Beispiel auch der Terme 3 · 5 und 5 + 5 + 5. 
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2.2 Darstellungswechsel, Grundvorstellungen und Strukturierungsfähigkeiten 

Operationsverständnis wird immer wieder in Zusammenhang gebracht mit den drei Begriffen 

«Darstellungswechsel», «Grundvorstellungen» und «Strukturierungsfähigkeiten». In diesem 

Kapitel werden die drei Begriffe einzeln und in ihrer Beziehung zueinander erörtert. Die Be-

griffe werden dann in Kapitel 2.3 verwendet, um das Konstrukt Operationsverständnis zu be-

schreiben, das im weiteren Verlauf dieser Arbeit behandelt wird. 

 

2.2.1 Der Darstellungswechsel 

Darstellungswechsel werden bei der Beschreibung von Lernprozessen in vielen Gebieten 

verwendet. Sie werden nicht nur in der Mathematik, sondern auch in andern Schulfächern 

herangezogen, um Lernsituationen zu beschreiben und zu analysieren. Sie werden auch ver-

wendet um Lernsituationen zu schaffen.  

In Leisen (2005) wird der Wechsel von Darstellungsformen sogar als Unterrichtsprinzip für 

sämtliche Fächer vorgeschlagen. 

Unterschieden wird zwischen gegenständlichen, bildlichen, sprachlichen, symbolischen und 

mathematischen Darstellungen. Die letztgenannten mathematischen Darstellungen werden 

auch auf Struktur- oder Flussdiagramme, Tabellen und Mindmaps sowie auf Formeln und 

Gesetze aus der Physik, Chemie oder Biologie angewendet. Dabei wird der Wechsel zwischen 

Darstellungsformen als «der didaktische Schlüssel zum fachlichen Verstehen» bezeichnet. 

Die Verwendung und der Nutzen des Darstellungswechsels erstrecken sich dabei nicht nur 

über die naturwissenschaftlichen Fächer und deren Inhalte, sondern umfassen auch sprachli-

che Aspekte. So wird beispielsweise der Darstellungswechsel in Form eines Wechsels der 

verwendeten Sprache innerhalb des zweisprachigen Unterrichts als gewinnbringend und ver-

ständnisfördernd angesehen und entsprechend diskutiert (Leisen, 2005; Prediger et al., 2011).  

Brandt (2019) weist darauf hin, dass Wechsel zwischen unterschiedlichen Darstellungsformen 

als lernförderlich angesehen werden und aus diesem Grunde in Deutschland auch in den Bil-

dungsstandards verankert wurden. 

 

Darstellungen und Darstellungswechsel im Schulfach Mathematik 

Der Wechsel der Darstellungsart sowie die Verwendung vielfältiger Darstellungsarten werden 

in den verschiedensten Gebieten der Mathematik beschrieben und mit Nutzen für didaktische 

Zwecke verbunden. Die Fähigkeit, verschiedene Darstellungen nutzen zu können, wird als 

Zeichen flexibel einsetzbaren Begriffswissens und als ein Bestandteil mathematischer Kom-

petenz angesehen. Diese Fähigkeit ist Bestandteil von Lehrplänen und Bildungsstandards und 

wird zu den wichtigen Ideen (den «big ideas») der Mathematikdidaktik gezählt (Lesh et al., 

1987; Duval, 2006; Kuntze, 2013, S. 270; Kuhnke, 2013, S. 3). Durch das Üben von Darstel-

lungswechseln im frühen Primarschulunterricht lernen die Kinder also nicht nur ein bestimm-

tes Thema dieser Schulstufe, sondern üben sich auch in einem Vorgehen, das ihnen in vielen 
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späteren Gebieten der Mathematik und anderer Schulfächer wieder begegnen wird. Sie erar-

beiten sich also auch eine fächerübergreifende Kompetenz. 

Die Klassierung der einzelnen Darstellungen, zwischen denen gewechselt werden soll, kann 

dabei – in Abhängigkeit des Themengebiets, in welchem gearbeitet wird − sehr unterschied-

lich ausfallen. Zudem unterscheidet sich die Verwendung der Begriffe nicht nur zwischen 

Sprachräumen, sondern auch innerhalb desselben Sprachraums. So wird z.B. der englische 

Begriff «representation» sowohl für den deutschen Begriff «Vorstellung» als auch für «Dar-

stellung» verwendet, was einen Vergleich der Literatur aus unterschiedlichen Sprachräumen 

erschwert.  

Die Verwendung verschiedener Darstellungsarten wird in der englischen Literatur typischer-

weise mit der Abkürzung MER (use of «multiple external representations») umschrieben 

(Acevedo Nistal et al., 2009; Ainsworth et al., 2002). In einer semiotisch verwurzelten Defini-

tion von «representation» wird dieser Begriff in englischer Sprache definiert als «etwas, das 

für etwas Anderes steht» (Duval, 2006, S. 103). Unterschieden wird zwischen Wechseln in-

nerhalb gleichartiger Darstellungsarten («Registern») und Wechseln zwischen andersartigen 

Darstellungsarten. Erstere werden «treatments» oder «intramodale Transfers» genannt, letzte-

re bezeichnet man als «conversions» oder «intermodale Transfers». Betont wird häufig auch 

die Wichtigkeit der Rückübersetzung («reversibility») und der Flexibilität im Umgang mit 

solchen Übersetzungen zwischen Darstellungsarten (Flanders, 2014). 

Unter den verwendeten Darstellungsarten wird zwischen alltäglichen oder handlungsbezoge-

nen, bildlichen, symbolischen und sprachlichen Darstellungen unterschieden (Prediger et al., 

2011). Die jeweiligen Modelle können unterschiedlich konstruiert werden. So kann bei-

spielsweise die sprachliche Darstellung den symbolischen Darstellungen zugeordnet werden 

(wobei die Sprache als eigene Symbolik betrachtet wird) oder auch den alltäglichen Darstel-

lungen (wenn z.B. Sachsituationen oder Rechengeschichten in sprachlicher Form wiederge-

geben werden). Die sprachliche Darstellungsart kann auch als eigenständige Darstellungsform 

betrachtet werden. Bei Untersuchungen zum zweisprachigen Unterricht spricht man sogar von 

einer «duplizierten» sprachlichen Darstellungsart (Leisen, 2005; Prediger et al., 2011). 

Die Anwendungsgebiete innerhalb des Fachs Mathematik, in denen Darstellungswechsel auf-

treten bzw. untersucht werden, sind vielfältig und erstrecken sich über die verschiedensten 

Stufen des Unterrichts von der Vorschule bis zur Hochschule (Zimmermann & Bescherer, 

2013). Typische Übersetzungsprozesse sind solche zwischen Zahlen oder Operationen einer-

seits und bildlichen Darstellungen dieser Zahlen und Operationen, beispielsweise in Form von 

Punktebildern, andererseits (Ayub et al., 2013; Ladel, 2011a; Padberg & Büchter, 2015). 

Ebenso wird zwischen Darstellungsarten gewechselt bei der Betrachtung von Funktionen, 

Wertetabellen und Graphen, die zu diesen Funktionen passen (Ainsworth et al., 2002; Rider, 

2007; Laakmann, 2013). Übersetzungsprozesse kommen aber auch zur Anwendung innerhalb 

der Geometrie bzw. der Vektorgeometrie, der Analysis oder der Stochastik (Duval, 2006; Ri-

der, 2007; Laakmann, 2013; Till & Sproesser, 2013; Flanders, 2014) 

Ainsworth et al. (2002) beschreiben als Folge und Nutzen des Einübens von Darstellungs-

wechseln ein robusteres und flexibleres Wissen. Darstellungswechsel werden allgemein als 
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Bestandteil sowie als Ausdruck von Verständnis angesehen (Thomas, 2008; Spiegel & Selter, 

2013).  

Zum Teil wird auch die Begrifflichkeit diskutiert und beispielsweise die Verwendung des 

Begriffs «Darstellungsvernetzung» anstelle von «Darstellungswechsel» vorgeschlagen (Pre-

diger et al., 2011).  

Brandt (2019) weist auch darauf hin, dass die Aktivitäten «Darstellen» und «Kommunizieren» 

in enger wechselseitiger Beziehung zueinander stehen und sich als Begrifflichkeiten kaum 

scharf voneinander abgrenzen lassen. 

Vereinzelt und vorwiegend in jüngerer Zeit wird auch darauf verwiesen, dass Computerunter-

stützung für das Einüben von Darstellungswechseln und die damit verbundenen Lernprozesse 

ein verheissungsvolles Mittel sein könnte (Ladel, 2011b; Laakmann, 2013; Ladel, 2018).  

 

2.2.2 Der Darstellungswechsel als Indiz für Operationsverständnis 

Für Kinder auf Primarschulstufe ist die Fähigkeit zum sinnvollen und flexiblen Wechsel zwi-

schen verschiedenen Darstellungsarten der arithmetischen Grundoperationen ein besonders 

häufig genanntes Indiz bzw. ein Indikator für Operationsverständnis (Huinker, 1993; Bönig, 

1995; Gerster & Schultz, 2004; Schäfer, 2005; Moser Opitz, 2005; Scherer & Moser Opitz, 

2010; Royar, 2013; Kuhnke, 2013; Freesemann & Breucker, 2014; Akinwunmi & Deutscher, 

2014; Gaidoschik, 2016b).  

Wendet man die Sprache der Semiotik aus Duval (2006) auf das Operationsverständnis an, so 

wäre das zuweilen beobachtete sinnlose Manipulieren mit Ziffern und Zahlen, welches die 

Kinder ohne Verständnis betreiben, ein Arbeiten in einem einzelnen «Register». Es fehlt die 

Verknüpfung mit anderen Registern und die Tätigkeit der Kinder bleibt ein Vorgehen ohne 

tieferes Verständnis für die Sache. Die Register bleiben isoliert bzw. «compartmentalized». 

Verständnis ist nur fragmentarisch möglich. Notwendig für Verständnis in der Mathematik ist 

aber die Koordination der verschiedenen Register (Duval, 2006, S. 124 ff.). Auf das Operati-

onsverständnis angewandt ist dies also die Fähigkeit der Kinder, zwischen Registern bzw. 

zwischen Darstellungsarten zu wechseln bzw. diese in einen sinnvollen Zusammenhang mit-

einander zu bringen.  

Die Fähigkeit zum Darstellungswechsel bzw. zur Übersetzung zwischen verschiedenen Dar-

stellungen der Grundrechenarten wird damit zum Erkennungsmerkmal und zum Gradmesser 

für Operationsverständnis.  

Diese Fähigkeit erlaubt nun eine Operationalisierung des Konstrukts Operationsverständnis so 

wie bereits skizziert (Bortz & Döring, 2016, S. 228). Damit verbunden ist die Möglichkeit 

einer Erfassung des Konstrukts sowohl in Tests und quantitativen Studien als auch in diagnos-

tischen Instrumenten zwecks Einschätzung des Lernstands eines Kindes. Solche Einschätzun-

gen des Lernstands dienen primär dem Zweck, eine allfällige Förderung optimal zu gestalten 

und auf die Bedürfnisse des Kindes auszurichten. 
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Notwendig ist aber vorerst eine Präzisierung im Hinblick auf die verschiedenen Darstellungs-

arten bzw. Darstellungen, zwischen denen das Kind in der Lage sein sollte, flexibel zu über-

setzen. 

Typischerweise kommt für das Operationsverständnis eine Klassierung in drei verschiedene 

Darstellungsarten zur Anwendung. Eine dieser Darstellungsarten umfasst dabei meist konkre-

te Sachsituationen oder Handlungen, eine zweite die bildlichen («ikonischen») Darstellungen, 

und die dritte Darstellungsart umfasst die mathematisch-symbolische Schreibweise in Form 

von Termen für die entsprechende Operation.  

Diese Dreiteilung hat ihren Ursprung und ihre Wurzeln im EIS-Modell (EIS für «enaktiv», 

«ikonisch» und «symbolisch») der Entwicklungsstadien von Piaget. Sowohl die Bedeutung 

der Darstellungsarten als auch der genaue Inhalt haben sich dabei aber gewandelt. Die Dar-

stellungsarten sind nämlich in keiner Weise in einer zeitlichen Entwicklung zu sehen. Bei der 

Beschreibung von Operationsverständnis stehen die verschiedenen Darstellungsarten lediglich 

für unterschiedliche Kontexte, in denen die Grundrechenarten in Erscheinung treten. Die 

symbolische Darstellung stellt also gegenüber anderen Darstellungsarten keinerlei Höherent-

wicklung dar, sondern ist lediglich eine andere Darstellungsart für den jeweiligen Kontext. 

Sie stellt eine «Sprache» dar, die man verwenden kann und in die («zu der hin») man überset-

zen kann oder die man interpretieren kann («aus der man zurück in den ursprünglichen Kon-

text übersetzen kann»). 

Stellvertretend für die Modelle vieler verschiedener Autoren sei folgendes Diagramm der drei 

Darstellungsarten mit je einem Beispiel und insgesamt sechs verschiedenen Übersetzungsrich-

tungen aus Gerster & Schultz (2004) angeführt: 

 

Abbildung 4: Modell mit drei Darstellungsarten und sechs Übersetzungsrichtungen (Gerster & Schultz, 2004) 

Die einzelnen Übersetzungsrichtungen werden in der Literatur entweder wie im obigen Dia-

gramm nummeriert oder auch mit passenden Begriffen namentlich bezeichnet. So nennt bei-

spielsweise Baireuther (1999) die Übersetzungsrichtung (1) «Fixieren», die Übersetzungsrich-

tung (2) «Dynamisieren», (3) «Formalisieren», (4) «Konkretisieren», (5) «Symbolisieren» 

und (6) «Visualisieren».  
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Auch in Gleissberg (2018) werden Examensarbeiten zitiert, in denen das Verständnis der 

Kinder in Zusammenhang gebracht wird mit der Fähigkeit bzw. der Unfähigkeit, solche Über-

setzungsprozesse zu leisten. 

 

Abbildung 5: Beispiel eines Modells mit vier Darstellungsarten (Freesemann & Breucker, 2014) 

In der Literatur finden sich auch vielerlei Hinweise auf alternative Modelle, z.B. mit vier oder 

mehr Darstellungsarten (Lesh et al., 1987; Bönig, 1995; Leisen, 2005; Prediger et al., 2011; 

Freesemann & Breucker, 2014; Kaufmann & Wessolowski, 2017).  

 

 

Abbildung 6: Modell mit fünf Darstellungsarten und 20 Übersetzungsrichtungen (Lesh, Post & Behr, 1987) 

Ein Modell mit fünf Darstellungsarten beispielsweise entsteht dann, wenn man statische Bil-

der von manipulierbaren Modellen unterscheidet und ausserdem reale Begebenheiten («real 

scripts») von gesprochener Sprache («spoken language») trennt und diese gegenüber der ge-
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schriebenen symbolischen Sprache («written symbols») abgrenzt (Ayub et al., 2013; Lesh et 

al., 1987). Aber auch bereits die rein sprachliche Umformulierung der Aufgabe in eine zweite 

Sprache – möglicherweise die Erstsprache der lernenden Kinder – kann ein Diagramm mit 

drei Darstellungsarten um eine vierte Darstellungsart ergänzen. Eine ähnliche Ergänzung um 

eine neue Darstellungsart stellt die Zweiteilung der konkreten Sachsituation in eine «alltags-

sprachliche Situationsbeschreibung» und eine «fachsprachliche Situationsbeschreibung» dar. 

Diese Trennung kann zu einer neuen Darstellungsart führen wie z.B. in Prediger et al. (2011) 

bzw. in Prediger & Wessel (2013) unter Verwendung des Begriffs der «Darstellungsebenen».  

 

Abbildung 7: Beispiel eines Modells mit verschiedenen Darstellungsebenen (Prediger et al., 2011) 

 

Ein älteres und auf Bruner (1964) zurück gehendes Modell mit vier Darstellungsarten wird in 

Gleissberg & Eichler (2019) für eine Untersuchung zur Multiplikation verwendet. Die Auto-

ren berichten in ihrer Arbeit von erheblichen Schwierigkeiten von Kindern beim Vollzug des 

Darstellungswechsels. Sie analysieren Schulbücher im Hinblick auf das Vorkommen des Dar-

stellungswechsels und auf die vollständige Erfassung aller denkbaren Übersetzungsrichtun-

gen. Die Autoren kommen dabei zum Schluss, dass die Schulbücher («programs») von Lehr-

personen durch zusätzliches Material ergänzt werden müssen.  

 

Abbildung 8: Modell von Bruner (1964) mit «Levels of representation» 
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Zusätzlich zum Übergang zwischen den verschiedenen Darstellungsarten (dem «intermodalen 

Transfer») wird in der Literatur auch der Übergang zwischen Darstellungen derselben Art 

(der sogenannte «intramodale Transfer») beschrieben (Bönig, 1995; Kuhnke, 2013). Dieser 

kommt zur Anwendung, wenn beispielsweise ein Alltagsbild in ein anderes, aber zur selben 

Grundoperation passendes Bild (z.B. ein Punktefeld) übertragen wird. Ob ein Transfer nun als 

«intermodaler» oder als «intramodaler» Transfer zu betrachten ist, hängt natürlich wiederum 

vom gewählten Modell ab. Fasst man z.B. die sprachliche Behandlung einer Sachsituation in 

der Erst- und in der Zweitsprache in derselben Darstellungsart zusammen, so stellt die rein 

sprachliche Übersetzungsleistung einen intramodalen Transfer dar. Betrachtet man die beiden 

sprachlichen Formulierungen aber als unterschiedliche Darstellungsarten, so wird aus der 

sprachlichen Übertragung ein intermodaler Transfer. Eine Übersetzungsleistung von einem 

symbolischen Ausdruck (einem Term wie 3 · 6) in einen anderen symbolischen Ausdruck 

(z.B. den Term 6 + 6 + 6) wird in den meisten Modellen als intramodaler Transfer innerhalb 

der symbolischen Darstellungsart betrachtet. Solche Übersetzungsleistungen zwischen Ter-

men gehören ebenfalls zu den Darstellungswechseln, welche für die Beschreibung des Opera-

tionsverständnisses herangezogen werden. 

 

Vom «Indiz» für Operationsverständnis zur «Definition» von Operationsverständnis 

Wie dargelegt wird die Fähigkeit zum Darstellungswechsel häufig als ein Indiz für Operati-

onsverständnis genannt. Diese Fähigkeit ist aber vorerst nicht mit Operationsverständnis 

gleichzusetzen, auch wenn sich im Darstellungswechsel Verständnis oder gegebenenfalls ein 

Mangel an Verständnis zeigen kann. Er dient dazu, angemessenes oder mangelhaftes Operati-

onsverständnis sichtbar zu machen. Damit dient die Fähigkeit zum Darstellungswechsel der 

Operationalisierung dieses Konstrukts. Operationsverständnis sollte diese Fähigkeit zum Dar-

stellungswechsel umfassen, genauso wie Verständnis – auch angewandt auf andere Themen-

bereiche der Mathematik – den Umgang mit und den Wechsel zwischen verschiedenen Dar-

stellungsarten einschliessen sollte. In Thomas (2008, S. 3) wird dies entsprechend formuliert: 

«Understanding of a mathematical concept should include the ability to relate corresponding 

elements of different representations of a concept”. Verständnis wird aber beschrieben als ein 

weitreichenderer Begriff als die Fähigkeit, einen oder mehrere Darstellungswechsel korrekt 

vollziehen zu können. Operationsverständnis umfasst weitere Kompetenzen und Nuancen. 

Operationsverständnis sollte die Fähigkeit zum Darstellungswechsel enthalten («include»), ist 

aber nicht identisch mit dieser Fähigkeit und daher nicht mit ihr gleichzusetzen. Eine Gleich-

setzung erfolgt höchstens in Form einer Operationalisierung des Konstrukts zum Zweck, diese 

Fähigkeit z.B. in Erhebungsinstrumenten, Tests oder allenfalls in Prüfungen im Schulunter-

richt zu erfassen. 

Bezogen auf den Unterricht in den ersten drei Primarschuljahren und bezogen auf die grund-

legenden Lernziele, die im Hinblick auf die vier Grundrechenarten mit den Kindern in diesen 

Jahren erreicht werden sollen, ist die Fähigkeit der Kinder zum Darstellungswechsel mehr als 

nur ein Indiz für Operationsverständnis. Die Fähigkeit zum Darstellungswechsel wird − unter 

Hinzunahme des Anspruchs, diesen auf eine «flexible» Art und Weise vollziehen zu können – 
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einheitlich als zentrales Kriterium und Erkennungsmerkmal für das Operationsverständnis der 

Kinder genannt. 

Insgesamt betrachtet können die hohe Bedeutung des Darstellungswechsels und die Tatsache, 

dass alternative Erklärungsmodelle oder andere Indizien für Operationsverständnis selten in 

der Literatur erwähnt werden, so gedeutet werden, dass dem Darstellungswechsel für dieses 

Konstrukt zentrale Bedeutung zukommt. Zumindest mit Blick auf die frühen Primarschuljahre 

und mit gleichzeitigem Fokus auf die rechenschwachen Kinder, mit denen erst einmal das 

grundlegende Verstehen der einzelnen Operationen sichergestellt werden muss, mag diese 

Betrachtungsweise berechtigt sein. Mit diesem Fokus lässt es sich auch erklären, dass in man-

chen Forschungsarbeiten das Operationsverständnis definiert wird als die Fähigkeit der Kin-

der, den Darstellungswechsel vollziehen zu können (Gerster & Schultz, 2004; Freesemann, 

2014). 

Der Darstellungswechsel kann also − mit Blick auf die frühen Schuljahre und die rechen-

schwachen Kinder − nicht nur als ein, sondern als das wesentliche und zentrale Indiz für Ope-

rationsverständnis genannt werden. 

In dieser Arbeit wird Operationsverständnis nun operationalisiert als die Fähigkeit, den Dar-

stellungswechsel korrekt und auf sinnvolle Art und Weise vollziehen zu können. Dies ge-

schieht unter Berücksichtigung der verschiedenen inhaltlichen Grundvorstellungen für die 

einzelnen vier Grundrechenarten. Auch wird das Augenmerk auf die Flexibilität der Kinder 

im Umgang mit den Grundrechenarten und insbesondere auf die Strukturierungsfähigkeiten 

der Kinder gelegt. 

Unter den verschiedenen Darstellungswechseln wird in dieser Arbeit denjenigen eine beson-

dere Bedeutung beigemessen, bei denen die mathematisch-symbolische Darstellungsart, also 

die Schreibweise als Term, eine Rolle spielt. Übersetzungsleistungen, bei denen Terme eine 

Rolle spielen, die also entweder «zum Term hin» oder «vom Term weg» führen, werden als 

zentral angesehen. 

 

2.2.3 Der Darstellungswechsel zwischen dem Term und anderen Darstellungen 

Für das Operationsverständnis werden in der Literatur diejenigen Übersetzungsrichtungen als 

besonders relevant beschrieben, in denen die symbolische Darstellung entweder als Aus-

gangs- oder als Endpunkt vorkommt. Die Symbolsprache der Mathematik – als Term oder als 

«Rechnung» für die Kinder − bildet also bei den wesentlichen Übersetzungsrichtungen ent-

weder den Ausgangs- oder den Endpunkt.  

Anderen Darstellungsarten wird häufig unterstützende Wirkung für das Gelingen solcher 

Übersetzungsprozesse zugebilligt (Lesh et al., 1987). Sie sind aber von weniger zentraler Be-

deutung als diejenigen, die entweder «zum Term hin» oder «vom Term weg» führen. Auch 

der bildlichen Darstellungsart wird bei Übersetzungsprozessen zum Teil eine Vermittlerrolle 

zugeschrieben (Gerster & Schultz, 2004; Kaur, 2019). Diese Vermittlerrolle kann man sich 

besonders gut vorstellen bei Aufgabentypen, bei denen von einer Rechengeschichte (passend 
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zu einer räumlich-simultanen Grundvorstellung) in die Symbolsprache der Mathematik und 

somit «zu einem Term hin» übersetzt werden soll. Ein Bild kann bei einem solchen Überset-

zungsprozess den Sachverhalt so darstellen, dass die Übersetzung dem Kind leichter fällt. 

Söbbeke (2005) weist in diesem Zusammenhang auch auf gedächtnispsychologische Untersu-

chungen hin, welche gezeigt haben, dass Menschen sich besser an Bilder als an Worte erin-

nern können. 

Mustersituation, grafische Darstellungen und passende Grundvorstellungen können den Dar-

stellungswechsel bzw. den Übergang von einer realen Sachsituation zur formalen symboli-

schen Darstellung erleichtern (Prediger, 2009, S. 220 ff.). Dies kann auch via rein gedankliche 

Vermittlung erfolgen, also auch dann, wenn die Mustersituation nicht explizit zu Papier ge-

bracht wird.  

Die entscheidenden Übersetzungsleistungen sind aber jeweils diejenigen, welche die symboli-

sche mathematische Sprache betreffen und/oder eine sinnvolle Verständigung über deren 

Formalismus erfordern (Barmby et al., 2009, S. 220; Royar, 2013, S. 120 f.). 

 

 

Abbildung 9: Für das Operationsverständnis wesentliche Darstellungswechsel 

 

Operationsverständnis wird somit beschrieben als die Fähigkeit, zwischen realer Situation und 

formaler mathematischer Schreibweise zu übersetzen (Huinker, 1993; J. Walter et al., 2001, 

S. 145 f.; Freesemann & Breucker, 2014, S. 9; Moser Opitz & Schmassmann, 2007, S. 266). 

Die Übersetzungsleistung zwischen realen Situationen und mathematischer Sprache kann da-

bei – in Anlehnung an den Modellierungskreislauf der Mathematikdidaktik − mit den Begrif-

fen des «Mathematisierens» und des «Interpretierens» bezeichnet werden (Prediger, 2009, 

2010). Die Übersetzungsleistung des «Interpretierens» wird zuweilen auch «Entmathematisie-

ren» genannt (Freesemann, 2014). 

Möglich ist es auch, beide Übersetzungsrichtungen mit demselben Begriff zu versehen. Bei 

diesem Sprachgebrauch beschreibt die «Mathematisierungsfähigkeit» den Darstellungswech-

sel bzw. den Übersetzungsprozess in beide Richtungen, nämlich «zum Term hin» und «vom 

Term weg». Beschrieben werden dabei die Tätigkeiten «aus realen Gegebenheiten den ma-

thematischen Gehalt herauszuschälen und mit mathematischen Methoden zu bearbeiten und 

umgekehrt». Diese Fähigkeit wird mit Bezug auf die Grundrechenarten explizit in Zusam-
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menhang mit Operationsverständnis gestellt. Sie «stellt einen zentralen Aspekt des Operati-

onsverständnisses» dar (Moser Opitz, 2005, S. 123).  

Schulz et al. (2019) umschreiben den Darstellungswechsel «von und zum Term hin» mit der 

Fähigkeit, Situationen (verbal beschriebene Situationen, Handlungen, Bilder oder Textaufga-

ben) mit mathematisch-symbolischer Schreibweise in Beziehung zu bringen. In Royar (2013) 

liegt der Schwerpunkt auf dem Übersetzungsprozess «vom Formalismus» zur Sprache mit der 

Betonung, dass das Kind die eigene Interpretation des Formalismus allgemein verständlich 

kommunizieren können muss. Dies steht in Einklang mit der Forderung nach Lehrplänen, die 

berücksichtigen sollten, dass Kommunikation und Begründungen zentral sind für das Ver-

ständnis von Mathematik («being able to reason is essential to understanding mathematics»; 

NCTM nach (Barmby et al., 2009)). 

In der hier vorliegenden Arbeit wird für das Konstrukt Operationsverständnis mit der Fähig-

keit der Kinder zu Übersetzungsleistungen in diese beiden Richtungen gearbeitet. Das Kon-

strukt Operationsverständnis wird also mit den Darstellungswechseln zur formalen mathema-

tisch-symbolischen Schreibweise hin («zum Term hin») bzw. von dieser Schreibweise ausge-

hend in die reale Welt der Handlungen, Geschichten und Bilder («vom Term weg») operatio-

nalisiert. 

Die verschiedenen Grundvorstellungen der einzelnen Rechenoperationen sollen sich bei der 

Behandlung dieser Operationen mit den Kindern natürlich niederschlagen. Operationsver-

ständnis kann erst dann ausreichend sein, wenn den Kindern die Übersetzungsprozesse nicht 

nur für einzelne, sondern für die meisten bzw. die in ihrer Stufe üblicherweise behandelten 

Grundvorstellungen gelingen. Auch wenn die kombinatorische Grundvorstellung bei den 

Kindern auf der 2. Primarschulstufe noch ausgeklammert bleibt, sind für diese Grundrechen-

art die anderen Grundvorstellungen zu bedienen und für die beiden Operationen erster Stufe 

sämtliche in der Literatur genannten Grundvorstellungen bzw. die verschiedenen möglichen 

Sachsituationen mit den Kindern zu behandeln und zu üben (Gerster & Schultz, 2004). 

Verschiedene Aufgabentypen sollen von den Kindern behandelt werden können; deren Fähig-

keit zu Übersetzungsleistungen darf sich also z.B. bei der Multiplikation nicht auf rein räum-

lich-simultane Situationen beschränken. Der Umgang der Kinder mit Termen soll flexibel 

bleiben; die Kinder sollen also auch Unterschiede zwischen Bildern erkennen, Unterschiede 

zwischen Termen in Bilder übersetzen und Terme ineinander umwandeln und auf diese Art 

z.B. eine Malrechnung in eine wiederholte Additionsrechnung übersetzen können. Die Arbeit 

an strukturiertem Material wie z.B. Punktefeldern ist dafür eine der wesentlichen Vorgehens-

weisen bei der Förderung der Kinder (Häsel-Weide, 2016).  
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2.2.4 Das Konzept der Grundvorstellungen 

In diesem Kapitel wird zuerst auf die Verwendung des Begriffs «Grundvorstellungen» einge-

gangen. Es folgt eine kurze Darlegung der geschichtlichen Entwicklung des Begriffs und sei-

ner heutigen Verwendung. Das Kapitel schliesst mit einer Diskussion der Grenzen seiner 

Nützlichkeit. 

 

Begriffsverwendung und -bedeutung  

Der Begriff der «Grundvorstellungen» wird in der deutschsprachigen Mathematikdidaktik seit 

vielen Jahrzehnten und in Zusammenhang mit verschiedenen Themengebieten der Mathema-

tik verwendet und diskutiert. Er wurde dabei häufig in exemplarischer und pragmatischer Art 

und Weise und von verschiedenen Autoren durchaus unterschiedlich gebraucht. Eine Über-

sicht und Zusammenfassung der Begriffsverwendung bis 1995 liefert vom Hofe (1995). Der 

Autor beleuchtet dabei als Ausgangspunkt und Ziel seiner Untersuchung genau jenes Prob-

lemfeld, das sich besonders bei Untersuchungen zum Operationsverständnis der Kinder eröff-

net. Dabei handelt es sich um die Tatsache, dass die Kinder mit Begriffen und Symbolen aus 

der Mathematik zwar umzugehen lernen, dass sie diese aber nicht immer mit adäquaten Deu-

tungen füllen. Damit wird das Rechnen der Kinder zu einem «Manipulieren» von «inhaltslo-

sen Zeichen über auswendiggelernte Regeln». Die Kinder lernen also, sich in der Zahlenwelt 

der Mathematik zu bewegen und den Unterrichtsalltag im Fach Mathematik zu bewältigen, 

ohne den eigentlichen Inhalt der verwendeten Symbole in angemessener Weise zu verstehen. 

Dieses Phänomen wird in der didaktischen Literatur verschiedentlich beobachtet und be-

schrieben (vom Hofe, 1995, S. 10; Ruwisch, 2001; Lorenz, 2013). Radatz (1991) beschreibt 

es, indem er das mathematische Formelsystem als ein «bei vielen Schülern dominantes und 

autonomes» System darstellt. Dieses werde «von vielen Schülern nicht als eine mathemati-

sche Abstraktion oder eine mathematische Generalisation verstanden, sondern wie ein unab-

hängiges und selbständiges System». Mit solchen Vorstellungen und dem Auswendiglernen 

von «Lösungsregeln» könne ein Kind dann kurzfristig erfolgreich den Anforderungen des 

Mathematikunterrichts genügen (Radatz, 1991, S. 85 f.). 

Gemäss diesen Autoren muss ein Kind für einen verständigen Umgang mit den Grundrechen-

arten eine angemessene und näher zu spezifizierende Vorstellung entwickeln, damit der Um-

gang mit diesen Grundrechenarten und das Rechnen mit den Zahlen einen Sinn erhält.  

Mit dem Begriff der Grundvorstellungen wird nun diejenige Vorstellung für ein bestimmtes 

Themengebiet der Mathematik oder einen bestimmten mathematischen Begriff beschrieben, 

die beim Kind oder beim Lernenden vorhanden sein soll. Erst wenn solche Vorstellungen 

aufgebaut wurden, wird das Agieren des Kindes oder des Lernenden mit den Symbolen und 

Zeichen in der Mathematik bedeutungsvoll. Es geschieht dann nicht mehr inhaltlos und abge-

koppelt von Sinn und Bedeutung, sondern erhält einen Bezug zur Realität.  

Es handelt sich bei den Grundvorstellungen also um eine normative Begrifflichkeit, die nicht 

beschreibt, was beobachtet wird, sondern was sein soll. Die beobachteten Vorstellungen von 

Kindern oder Lernenden werden «Kindervorstellungen», «Schülervorstellungen» oder auch 
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«individuelle Vorstellungen» genannt. Sie können mit den erwünschen Grundvorstellungen 

ganz oder zumindest teilweise übereinstimmen. Sie können aber auch von diesen abweichen; 

oft sogar in solchem Mass, dass sie mit dem Begriff «Fehlvorstellungen» bezeichnet werden 

müssen.  

Damit ergibt sich auch der Nutzen des Grundvorstellungskonzepts. Das Konzept kann erstens 

herangezogen werden, um beobachtete Vorstellungen der Kinder zu beschreiben (deskriptiver 

Aspekt), zweitens, um die Differenz zwischen den normativen (erwünschten) Grundvorstel-

lungen und den beobachteten (individuellen) Vorstellungen zu erfassen, und drittens, um auf 

der konstruktiven Ebene den Unterricht bzw. den Lern- und Lehrprozess so zu gestalten, dass 

die individuellen Vorstellungen und die Grundvorstellungen sich einander annähern (Griesel 

et al., 2019; vom Hofe, 1995).  

Das Konzept der Grundvorstellungen wird auch als Brückenbau zwischen mathematikdidakti-

schen und psychologischen Betrachtungen des Lernprozesses von Kindern angesehen. Ein-

zelne Autoren betrachten das Grundvorstellungskonzept als «stoffdidaktische Kategorie zwi-

schen Mathematik und Psychologie», welche unter anderem auch zwischen Mathematikdi-

daktik und Kognitionspsychologie vermitteln bzw. dazu beitragen soll, Spannungen zwischen 

diesen beiden Wissenschaften zu überbrücken (Griesel et al., 2019, S. 124 ff.; Lorenz, 2017). 

 

Geschichtliche Entwicklung des Begriffs 

In seiner Übersichtsarbeit beschreibt vom Hofe (1995) die geschichtliche Entwicklung des 

Begriffs der Grundvorstellungen. Er beginnt dabei mit Arbeiten des Mathematikers Leonhard 

Euler aus dem 18. Jahrhundert und legt dar, wie bereits dieser die Wichtigkeit realer, anschau-

licher Beispiele für den Aufbau adäquater Vorstellungen über Mathematik betonte. Euler be-

schrieb die Lernprozesse noch ohne den Begriff der Grundvorstellungen. Erst in späteren Jah-

ren wurde dann der gedankliche Brückenbau der Lernenden zwischen abstrakter Mathematik 

in symbolischer Schreibweise und realen Situationen mit dem Begriff des Aufbaus adäquater 

Vorstellungen verbunden. Die verschiedenen Didaktiker und Mathematiker legten dabei un-

terschiedliche Schwerpunkte, so bekam z.B. die visuelle Wahrnehmung bei Herbart grosse 

Bedeutung, während der Eigenaktivität der Lernenden bei Kühnel besondere Wichtigkeit bei-

gemessen wurde. Pestalozzis Arbeiten aber führten dazu, dass die Begriffe «Vorstellungen» 

und «Anschauungen» in Zusammenhang mit den Lernprozessen von Mathematik immer grös-

sere Verbreitung fanden (vom Hofe, 1995, S. 31).  

Der Begriff der «Grundvorstellungen» findet sich dann erstmals bei Oehl (1962). Der Autor 

beschreibt, wie die «Einsicht», also das Verständnis für den mathematischen Sachverhalt im 

Unterricht aufgebaut werden soll und die «Übungen zur Erhaltung und Stärkung der Einsicht» 

darauf folgen sollten. Dabei erläutert er, dass «die gleichen Grundvorstellungen, die bei der 

Einführung zur Gewinnung der Einsicht führten», zu späterer Zeit «bei der Lösung von Sach-

aufgaben wieder wirksam» werden (Oehl, 1962, S. 102 f.). Diese Grundvorstellungen der 

Einsicht sollen nach dem Aufbau immer wieder «lebendig gehalten» und angesprochen wer-

den. Darauf folgend wird dieses Prinzip am Beispiel des Einmaleins illustriert, bei dem nebst 

Übungen zur Fertigkeit auch immer wieder grundsätzliche Fragen des Verständnisses, der 



31 

Interpretation und der Übertragung der Rechenaufgabe in reale Situationen behandelt werden 

sollen. Dieses Prinzip blieb bis in die heutige Zeit erhalten und spiegelt sich auch in neuerer 

Literatur wider, so u.a. auch in Gaidoschik (2016a). 

Manche Autoren verwenden den Begriff der Grundvorstellung in enger Verwandtschaft zum 

Begriff «Grundverständnis» (Oehl, 1962; Bender, 1991; vom Hofe, 1995). Vielfach kommen 

anstelle von Grundvorstellungen mit gleicher Bedeutung auch andere Begrifflichkeiten, so 

z.B. «Modellvorstellungen», «grundlegende Vorstellungen» oder «Schemata» u.a. zur An-

wendung. 

 

Anwendungen und heutige Verwendung des Begriffs 

In der heutigen mathematikdidaktischen Literatur wird der Begriff der Grundvorstellungen 

verwendet, um grundlegende Lernprozesse von Kindern zu beschreiben. Die Grundvorstel-

lungen werden «gedankliche Werkzeuge» genannt, welche zu Zahlen und Strategien aufge-

baut werden können. Sind sie aufgebaut, so ermöglichen sie Übersetzungsprozesse zwischen 

Darstellungsebenen (Wartha, 2011). Es geht dabei darum, grundlegende, wesentliche und 

allgemein gültige Konzepte zu festigen. Das Bestimmungswort «Grund-» steht dafür, dass es 

sich um allgemein verbindliche, fundamentale Begriffe handelt, die auch in der realen Le-

benswelt verankert sein sollen (Bender, 1991, S. 48).  

Grundvorstellungen müssen aufgebaut werden in einer Art und Weise, dass sie später «akti-

viert» werden können. Sie sollen es dem lernenden Kind erlauben, mathematische Strukturen 

in realen Begebenheiten wie Bildern, Handlungen oder Geschichten wiederzuerkennen. Die 

Grundvorstellungen bilden also eine gedankliche Verankerung oder ein gedankliches Werk-

zeug, welches es dem Kind oder der lernenden Person erlaubt, die mathematische Struktur in 

anderen (realen) Situationen wiederzuerkennen. In diesem Sinne ermöglichen sie den Über-

gang zwischen Realität und Mathematik und agieren so als Bindeglieder zwischen diesen bei-

den Welten (vom Hofe, 1995, S. 81). Prediger (2010) bezeichnet sie als «Übersetzungsschar-

niere» zwischen Mathematik und Lebenswelt.  

Da diese gedanklichen Werkzeuge immer auch eine Prägung durch das jeweilige lernende 

Kind (das Individuum) haben, wird das Modell zuweilen durch den subjektiven Erfahrungsbe-

reich des Lernenden (des Individuums) ergänzt. Die Grundvorstellungen werden dann heran-

gezogen, um Beziehungen zwischen Realität, Individuum und Mathematik zu beschreiben. 

Das Ziel des Aufbaus von Grundvorstellungen ist es, den Lernenden in einem Ausmass, das 

seinen individuellen Möglichkeiten entspricht, am Kern des mathematischen Begriffs teilha-

ben zu lassen, d.h. diesen zu «verstehen» (vom Hofe, 1995, S. 125). Damit ergeben sich of-

fensichtliche Parallelen zum Konstrukt des Operationsverständnisses. 

Auch wenn die Grundvorstellungen grundlegende Verstehens-Prozesse beschreiben sollen, 

hat das Konzept doch auch Anwendung weit über den Primarschulunterricht hinaus gefunden, 

namentlich in verschiedenen Gebieten des späteren und fortgeschrittenen Mathematikunter-

richts, so z.B. in der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Malle & Malle, 2003), ferner in Gebieten 
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der Differentialrechnung innerhalb der Analysis (Greefrath et al., 2016; Malle, 2003) sowie in 

verschiedenen anderen Themenbereichen. 

 

Grenzen des Begriffs 

Der Begriff der Grundvorstellungen wird wie dargelegt verwendet, um einen Bezug zwischen 

Realität und mathematischer Symbolik zu beschreiben. Offen bleibt die Frage, ob der Begriff 

auch für Mathematiklernprozesse anwendbar ist, bei denen keine offensichtliche Beziehung 

zur Realität mehr gegeben ist. Wenn in der höheren Mathematik der Alltagsbezug gänzlich 

fehlt, beispielsweise, wenn Vektorräume mit Dimensionen grösser als 4 oder gar unendlich-

dimensionale Vektorräume eingeführt werden, dann greift die in der Mathematikdidaktik üb-

liche Formulierung («Bezug zur Realität») im ursprünglichen Sinne nicht mehr. Im eben ge-

nannten Beispiel könnte es eigentlich als durchaus angemessen angesehen werden, von 

Grundvorstellungen und von einem Grundverständnis für die neuen Begrifflichkeiten zu spre-

chen, doch wären die verwendeten Begriffe in solchen Anwendungsbereichen vermutlich an-

ders zu umschreiben. Die Begriffe sind aber eingeführt worden, um Verstehens-Prozesse in 

der Schule zu beschreiben, und die eben genannte Schwierigkeit tritt dort nicht oder nur in 

sehr geringem Ausmass auf. Allenfalls klingt sie bei der Behandlung des Begriffs des «Un-

endlichen» in der Sekundarstufe II an.  

Bei der Lektüre mathematikdidaktischer Literatur fällt auf, dass die Klassierung der Grund-

vorstellungen auch zu einfachen Inhalten wie z.B. der Multiplikation keineswegs einheitlich 

ausfällt. Die Einteilung mathematischer Themen in Grundvorstellungen ist keine exakte Wis-

senschaft. Vielmehr handelt es sich um Kategorisierungen mit didaktischen Absichten, also 

mit dem Zweck, Lernprozesse zu vereinfachen. Die Ergebnisse solcher Prozesse können un-

terschiedlich ausfallen. 

Zu diskutieren wäre auch die Frage, ob die mehrfache Verwendung des Begriffs «Grundvor-

stellung» als individuelle Schnittstelle zwischen Mathematik und Realität einerseits sowie zur 

Unterscheidung verschiedener Aufgabentypen andererseits (z.B. bei den Grundoperationen 

wie zum Beispiel der Multiplikation) sinnvollerweise wirklich mit demselben Begriff erfolgen 

sollte. Vielleicht wären unterschiedliche Begriffe für unterschiedliche Dinge – so wie sie in 

der englischen Sprache verwendet werden – angemessener. Mulligan & Mitchelmore (1997) 

teilen multiplikative Situationen beispielsweise in vier Gruppen ein und nennen diese vier 

Situationen dann schlicht Kategorien («categories»). Die Einteilung erinnert zwar an jene in 

die verschiedenen Grundvorstellungen aus dem deutschsprachigen Raum, weist aber auch 

Unterschiede zu dieser auf. Insbesondere besteht kein Anspruch darauf, einen Begriff einzu-

führen, mit dem auch in anderen Gebieten der Mathematik Einteilungen vorgenommen wer-

den können. 

Die Nützlichkeit des Begriffs der Grundvorstellungen wird also auch dadurch eingeschränkt, 

dass dieser (zumindest bisher) ausserhalb der deutschsprachigen Literatur keine Verbreitung 

gefunden hat. Entsprechende deutschsprachige Werke und Kategorisierungen sind und blei-

ben schwierig zu übersetzen.  
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Der Grundvorstellungsbegriff scheint also keine Notwendigkeit darzustellen. Dies wird belegt 

durch die Tatsache, dass auch sehr grosse Sprachregionen ohne eine solche Begrifflichkeit 

auskommen. Er wird aber in der deutschsprachigen Literatur − zumindest bisher − als nützlich 

angesehen und häufig verwendet. 

Da er in der deutschsprachigen Literatur weit verbreitet ist und grosse Teile der deutschspra-

chigen Literatur (z.B. auch bei der Beschreibung von Operationsverständnis) mit diesem Be-

griff arbeiten, wird er in dieser Arbeit ebenfalls verwendet und mit anderen Begrifflichkeiten 

in Zusammenhang gebracht. 

 

2.2.5 Grundvorstellungen und Operationsverständnis 

Der Begriff der «Grundvorstellungen» und das Konstrukt «Operationsverständnis» werden in 

der mathematikdidaktischen Literatur verschiedentlich in Zusammenhang zueinander ge-

bracht, häufig aber auch nebeneinander und unabhängig voneinander verwendet. In diesem 

Kapitel werden die Gemeinsamkeiten und die Unterschiede der beiden Begriffe diskutiert. 

Dabei wird aufgebaut auf der Vorarbeit, die beim Vergleich dieser beiden Begriffe in Prediger 

(2009) bereits vorgenommen wurde. 

 

Gemeinsamkeiten der beiden Begriffe 

Die Ähnlichkeit und Verwandtschaft der beiden Konzepte «Grundvorstellungen» und «Opera-

tionsverständnis» wurde bereits durch die sprachliche Beschreibung der beiden Konzepte in 

den bisherigen Ausführungen deutlich gemacht. Augenfällig ist, dass dasselbe Wort «Grund-» 

nicht nur in den «Grundvorstellungen», sondern auch in den «Grundoperationen» vorkommt 

und so die fundamentale und zentrale Bedeutung beider Konzepte sogar mit ähnlichem 

Sprachgebrauch betont wird. 

Werden die beiden Begriffe «Grundvorstellungen» und «Operationsverständnis» miteinander 

in Zusammenhang gebracht, so kann dies explizit oder implizit geschehen. Beim expliziten 

Vorgehen werden beide Begriffe verwendet und dabei vergleichend und im Bestreben auf 

Klärung der Unterschiedlichkeit nebeneinander gestellt, so z.B. in Prediger (2009). Häufiger 

aber ist eine implizite Verzahnung der beiden Begriffe. Es werden dabei Aspekte des einen 

Begriffs hinzugezogen, ohne dass dieser explizit genannt wird. So werden z.B. einzelne der 

vier Grundrechenarten hinzugezogen, um Aspekte des Grundvorstellungsbegriffs zu erläutern. 

Oehl (1962, S. 103) erläutert beispielsweise den Grundvorstellungsbegriff mit Hilfe der Mul-

tiplikation und auch andere Autoren ziehen immer wieder die Grundrechenarten herbei, um 

Aspekte des Grundvorstellungsbegriffs zu beleuchten (Bender, 1991, S. 55 f.). Gaidoschik 

(2016a, S. 38 f., 71) beschreibt den Aufbau von Grundvorstellungen für die Multiplikation in 

Worten, die in anderen Arbeiten für die «Förderung von Operationsverständnis» benutzt wer-

den. 

Die enge Verzahnung der beiden Begriffe zeigt sich auch darin, dass sie in der Literatur in 

kombinierter Form verwendet werden, z.B. dann, wenn von «Vorstellungen von Operationen» 
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oder vom «Aufbau von Operationsvorstellungen» die Rede ist (Benz, 2018). Moser Opitz 

(2013, S. 142) schreibt im Zusammenhang mit dem allgemeinen Lernen von Mathematik vom 

«Aufbau von Vorstellungen». Der «Aufbau von Mathematisierungsfähigkeiten» stellt einen 

spezifischen solchen Vorstellungsaufbau dar. 

Für eine Klärung der Begriffsverwendung ist es hilfreich, sich zuerst einmal bewusst zu wer-

den, dass in der historischen Entwicklung des Begriffs der «Grundvorstellung» der Aspekt des 

«Grundverständnisses» für den Sachverhalt immer schon eine Rolle gespielt hat. Besonders 

deutlich kommt dies in Bender (1991) zum Ausdruck. Der Autor schreibt durchwegs von 

«Grundvorstellungen und Grundverständnis» und verwendet diesen Begriff immer in dieser 

kombinierten sprachlichen Form. Der Autor hält in seinem Beitrag fest, dass «die Verständ-

nisse in einer engen Wesensverwandtschaft mit den Vorstellungen» stehen und dass «Ver-

ständnis nicht ohne Vorstellungen» und «Vorstellungen nicht ohne Verständnis» möglich sind 

(Bender, 1991, S. 55). Bei der Verwendung des Begriffs «Grundvorstellung» schwingt also 

stets auch der Aspekt des Verstehens mit. 

Eine weitere Parallele zwischen den beiden Begriffen ergibt sich durch die Festlegung auf die 

wesentlichen Übersetzungsrichtungen des Mathematisierens («zum Term hin») und des Inter-

pretierens («vom Term weg») für den Begriff des Operationsverständnisses, wie er in Kapitel 

2.2.3 beschrieben wurde. 

Als zentraler Aspekt von Operationsverständnis wird die Fähigkeit eines Kindes angesehen, 

zwischen Sachsituation (sei sie nun sprachlicher oder bildlicher Art) und symbolisch-

mathematischer Sprache hin und her zu übersetzen.  

Grundvorstellungen hingegen betrachten wir als die gedankliche Verankerung, die beim Kind 

aufgebaut und aktivierbar sein muss, um die mit Operationsverständnis beschriebenen Über-

setzungsleistungen zwischen Realität und Mathematik zu leisten. Mit dieser gedanklichen 

Verankerung oder diesem «Übersetzungsscharnier» können die Kinder die wesentliche ma-

thematische Struktur in Sachsituationen wiedererkennen und/oder die mathematische Struktur 

auf Sachsituationen korrekt anwenden (Prediger, 2010). 

Reduziert man Operationsverständnis solchermassen auf die wesentlichen Übersetzungsleis-

tungen und fasst das Konzept der Grundvorstellungen auf die obige Art zusammen, dann zeigt 

sich die Nähe der Begriffe besonders deutlich. 

Sind Grundvorstellungen aufgebaut und aktivierbar, dann wird Operationsverständnis sicht-

bar. Oder umgekehrt: Wird Operationsverständnis sichtbar, so müssen zuvor Grundvorstel-

lungen aufgebaut und aktiviert worden sein. Somit wird mit dem «Aufbau von Grundvorstel-

lungen» und der «Förderung von Operationsverständnis» derselbe Vorgang beschrieben. So 

betrachtet erklärt sich auch die Begriffsverwendung in Gaidoschik (2016a, S. 38 ff.). In dieser 

Arbeit ist vom «Aufbau von Grundvorstellungen» die Rede an Stellen, in denen in anderen 

Werken die Begrifflichkeit «Förderung von Operationsverständnis» verwendet wird. 
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Verschiedenheit der Begriffe 

Trotz dieser begrifflichen Nähe gibt es Unterschiede zwischen dem Begriff der «Grundvor-

stellungen» und dem Konstrukt des «Operationsverständnisses». Prediger (2009) nennt zwei 

dieser Differenzen und hält fest, dass Operationsverständnis als Teilaspekt der Grundvorstel-

lungen betrachtet werden kann, da sich der Begriff des Operationsverständnisses nur auf die 

vier Grundrechenarten, der Begriff der Grundvorstellungen hingegen auf viele weitere Gebie-

te der Mathematik bezieht. Der Begriff der Grundvorstellungen hat also einen deutlich grösse-

ren Geltungsbereich und die grössere Reichweite als der Begriff des Operationsverständnis-

ses.  

Auch Freesemann (2014, S. 42) bringt das Konstrukt Operationsverständnis in Zusammen-

hang mit Modellvorstellungen. Sie erwähnt, dass jeder Grundoperation verschiedene Modell-

vorstellungen zugrunde liegen. Das Verständnis der Kinder muss sowohl für die Operationen 

als auch für die Modellvorstellungen vorhanden sein, damit die Kinder verständig mit Re-

chenaufgaben umgehen können. 

Prediger (2009, S. 220) beschreibt zudem, dass das Operationsverständnis eine Erweiterung 

des Grundvorstellungskonzepts darstellt, da beim Operationsverständnis auch graphische Dar-

stellungen hinzugenommen werden. In diesem Sinne wiederum ist das Konstrukt des Operati-

onsverständnisses umfangreicher als das Konzept der Grundvorstellungen. 

Der erste dieser beiden genannten Unterschiede ist unbestritten. Das Konstrukt Operations-

verständnis bezieht sich auf die vier Grundrechenarten, während das Grundvorstellungskon-

zept von sehr viel weitreichenderer Bedeutung ist und viele weitere Gebiete der Mathematik 

unter dem Gesichtspunkt von Grundvorstellungen betrachtet werden können.  

Der zweiten genannten Differenz könnte mit dem Argument begegnet werden, dass auch gra-

phische Darstellungen (welcher Art auch immer) Teil der realen Welt sind und unter den Gel-

tungsbereich der Grundvorstellungen – die zwischen realen Situationen, der Individualität des 

Betrachters und dem symbolischen Formalismus der Mathematik «vermitteln» – fallen. 

Eine zusätzliche Differenz zwischen den beiden Begriffen ergibt sich beim Einbezug der Gra-

nularität der Betrachtungsweise. Während beim Operationsverständnis immer die vier Grund-

rechenarten oder eine Teilmenge davon untersucht wird, zerfallen diese Grundrechenarten bei 

Betrachtung durch die Brille der Grundvorstellungen in verschiedene Typen, so z.B. in Situa-

tionen räumlich-simultaner, zeitlich-sukzessiver und kombinatorischer Art bei der Multiplika-

tion und in vergleichbarer Weise für die andern drei Grundrechenarten. Das Konzept der 

Grundvorstellungen erlaubt also eine Aufteilung der Grundrechenart und eine der jeweiligen 

Grundrechenart angemessenere, gegebenenfalls auch feinere Betrachtung durch eine noch 

etwas schärfere Brille.  

Im Konstrukt Operationsverständnis erscheint die Bündelung zu den vier Grundrechenarten, 

also die gemeinsame Betrachtung quasi «in einem Korb», zumindest aus mathematikdidakti-

scher Hinsicht als diskussionswürdig. Dies ist darum der Fall, weil die vier Grundrechenarten 

doch eigentlich sehr unterschiedliche Operationen und Vorgänge beschreiben. Auch in didak-

tischer Hinsicht unterscheiden sich die vier Operationen, was nur schon durch die sehr unter-
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schiedlichen Anforderungen an die Kinder deutlich wird. Die vier Operationen unterscheiden 

sich deutlich im Hinblick auf den Schwierigkeitsgrad bei Erstbehandlung im Unterricht. Diese 

Unterschiedlichkeit äussert sich auch im Hinblick auf den Zeitpunkt der Erstbehandlung im 

Unterricht und der ersten Empfänglichkeit der Kinder für ihren Inhalt. Für die Addition bei-

spielsweise ist ein erstes frühes Verständnis bereits lange vor dem Schuleintritt erkennbar. Die 

Multiplikation weist vom fachlichen Gehalt und Anspruchsniveau eher Parallelen zum Stel-

lenwertverständnis auf (Hurst & Hurrel, 2016). Inhaltlich geht es sowohl bei der Multiplikati-

on als auch beim Stellenwertverständnis um Bündelungen einzelner Einheiten. Die Addition 

ist hingegen eine viel «leichtere» und für die Kinder zugänglichere Grundoperation. Die ge-

meinsame Betrachtung der Addition und der Multiplikation − sowie auch der anderen beiden 

Operationen − unter der Bezeichnung Operationsverständnis kommt wohl eher aus der All-

tagssprache und der Tatsache, dass es für genau diese vier Operationen ein weit verbreitetes 

Zeichen gibt, welches in der frühen Primarschulstufe eingeführt wird. Inhaltlich und struktu-

rell sind die vier Grundrechenarten − auch wenn sie «paarweise Umkehroperationen» vonei-

nander sind − sehr unterschiedliche Konstrukte. 

Das Konzept der Grundvorstellungen ist im Hinblick auf die Zusammenfassung unterschied-

licher Themen flexibler ausgelegt als das Konstrukt Operationsverständnis. Bei den Grund-

vorstellungen werden die unterschiedlichen Grundrechenarten nicht in einem «künstlichen» 

Korb verpackt. Sie werden −  ganz im Gegenteil − separat und mit Fokus auf die jeweiligen 

Inhalte und deren mathematische Substanz betrachtet.  

Zu bemerken ist aber, dass die Unterteilung einer einzelnen Grundrechenart in ihre Grundvor-

stellungen durchaus unterschiedlich vorgenommen werden könnte. Die übliche Einteilung 

(räumlich-simultan, zeitlich-sukzessiv, kombinatorisch) kann z.B. ergänzt werden durch eine 

weitere «proportionale» Grundvorstellung oder eine Grundvorstellung des «multiplikativen 

Vielfachen».  

Padberg (2009, S. 122 f.) benennt nebst den oben erwähnten Grundvorstellungen zur Multi-

plikation fünf weitere «Klassen von multiplikativen Kontextaufgaben», die jeweils durch ent-

sprechende Beispiele illustriert werden. Es handelt sich bei den fünf weiteren Klassen um den 

«multiplikativen Vergleich», das «multiplikative Ändern», die «Proportionalität», die «Ver-

kettung von Vervielfältigungsoperatoren» und die «formelhafte Multiplikation von Grössen». 

Eine leicht unterschiedliche Einteilung in vier multiplikative Situationen ergibt sich mit den 

Kategorien «äquivalente Gruppen», «multiplikativer Vergleich», «Rechteckfläche» und «kar-

tesisches Produkt» wie beschrieben in Mulligan & Mitchelmore (1997) bzw. in Ruwisch 

(Ruwisch, 1999, S. 123 ff.). In der letztgenannten Arbeit wird dargelegt, dass die erste dieser 

vier Kategorien in der Mathematikdidaktik im deutschsprachigen Raum aufgeteilt wird in die 

beiden Grundvorstellungen räumlich-simultaner und zeitlich-sukzessiver Art. Die vierte Ka-

tegorie entspricht wiederum der kombinatorischen Situation bzw. Grundvorstellung. Die Au-

torin erläutert auch die Gründe, weshalb die kombinatorische Grundvorstellung im Anfangs-

unterricht zur Multiplikation noch nicht verwendet werden sollte (Ruwisch, 1999, S. 130).  

Sofern man das Konstrukt Operationsverständnis aber nicht nur auf die beiden Darstellungs-

wechsel des Mathematisierens und des Interpretierens reduziert und es in Anlehnung an die 
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Verwendung von «operation sense» im englischen Sprachraum verwendet, ergibt sich eine 

weitere inhaltliche Differenz zum Konzept der Grundvorstellungen. Das Operationsverständ-

nis erfasst dann auch Nuancen und Sensibilitäten, die bei den Grundvorstellungen meist nicht 

mitformuliert sind. 

 

Fazit 

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass das Konzept der Grundvorstellungen weit-

reichender, aber auch etwas flexibler ist als das Konstrukt Operationsverständnis. Bei Ein-

schränkung der Betrachtungen (Grundvorstellung nur für die vier Grundrechenarten) und bei 

Anwendung der Operationalisierung und Definition von Operationsverständnis, wie sie in der 

deutschsprachigen Literatur möglich ist (Reduktion auf die beiden Darstellungswechsel ge-

mäss Kapitel 2.2.3), stehen sich die beiden Begriffe aber sehr nahe. Dies untermauert auch die 

Aussage, dass Vorstellungen nicht ohne Verständnis und Verständnis nicht ohne Vorstellun-

gen möglich sind (Bender, 1991). Bei Betrachtung der auf die Grundrechenarten einge-

schränkten Grundvorstellungen und Verwendung obiger Begrifflichkeiten kann also gefolgert 

werden, dass es sich beim «Aufbau von Grundvorstellungen» und bei der «Förderung von 

Operationsverständnis» um dieselbe Aktivität handelt. Wird Operationsverständnis beobach-

tet, so sind Grundvorstellungen vorhanden und aktiviert worden. Dasselbe gilt umgekehrt: 

Operationsverständnis wird genau dann beobachtet, wenn der Aufbau von Grundvorstellun-

gen gelungen ist und diese auch aktiviert werden können (Wartha, 2011; Wartha & Schulz, 

2013).  

Das Konstrukt des Operationsverständnisses sollte aber − wie bereits erwähnt − nicht nur auf 

Gelingen oder Nichtgelingen einzelner Darstellungswechsel reduziert werden. Die verschie-

denen Darstellungswechsel mögen als Indiz dienen; das Konstrukt Operationsverständnis hat 

aber häufig eine weitere und umfassendere Bedeutung, die sich auch in der mathematikdidak-

tischen Literatur von Arbeit zu Arbeit unterscheiden kann.  

Der Begriff «Operationsverständnis» erlaubt neben der Diskussion in der Mathematikdidaktik 

auch eine pragmatische und leicht nachvollziehbare Besprechung eines der wichtigen Phäno-

mene des Mathematiklernens der Kinder in den ersten Primarschuljahren. Der Begriff spielt 

eine wesentliche Rolle im Unterricht und natürlich auch im Lehramtsstudium für künftige 

Lehrpersonen der Unterstufe. Aus diesem Grunde ist es angemessen, eine eigene und von 

ihrer sprachlichen Ausgestaltung her ein Stück weit auch «selbsterklärende» Begrifflichkeit 

zu verwenden. Mit dem Begriff «Operationsverständnis» kann dieses Phänomen im Lehr-

amtsstudium und in der Praxis auf pragmatische Art und Weise besprochen werden. Dies 

auch dann, wenn die Begrifflichkeit unter Zuhilfenahme eines anderen Konstrukts (wie eben 

demjenigen der Grundvorstellungen) ersetzt werden könnte bzw. die beobachteten Phänome-

ne allenfalls sogar noch präziser beschrieben werden könnten. 
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2.2.6 Strukturierungsfähigkeiten und Operationsverständnis  

Häufig wird in der Literatur auch das Arbeiten der Kinder mit Struktur sowohl in der mathe-

matisch-symbolischen Schreibweise als auch in anderen Darstellungsformen mit dem Kon-

strukt Operationsverständnis in Zusammenhang gebracht. Die Kinder sollen nicht nur einzel-

ne Terme bildlich darstellen und auf diese Art zwischen Darstellungen wechseln können. Sie 

sollen beispielsweise auch darlegen können, wie sich die Änderung eines Terms in der bildli-

chen Darstellungsform niederschlägt. Auch sollen sie erläutern können, wie die strukturelle 

Änderung einer bildlichen Darstellung (z.B. eines Punktefelds) oder die andersartige Betrach-

tung einer solchen bildlichen Darstellung sich in der symbolischen Schreibweise zeigt. Zur 

Illustration dieses Sachverhalts sei an die einführenden Beispiele in Kapitel 2.1.3 erinnert, 

welche in Abbildung 2 bzw. in Abbildung 3 dargestellt sind. 

Das Nutzen von Beziehungen zwischen Rechenaufgaben bzw. von Strukturen bei bildlichen 

Darstellungen durch Kinder wird in der Literatur explizit mit Operationsverständnis in Zu-

sammenhang gebracht. In verschiedenen Beschreibungen aus der wissenschaftlichen Literatur 

wird dieser Aspekt nebst dem Darstellungswechsel und dem Konzept der Grundvorstellungen 

für eine umfassende Beschreibung von Operationsverständnis herangezogen (siehe Abbildung 

10). 

 

Abbildung 10: Aspekte von Operationsverständnis gemäss (pikas-kompakt.dzlm.de) 

 

Von Strukturierungsfähigkeiten wird in der Literatur immer wieder in Zusammenhang mit 

grundsätzlichem Verstehen und mit Flexibilität der Kinder berichtet. Dabei wird zum Teil 

auch explizit auf die Struktur von Malrechnungen Bezug genommen. Ein strukturorientierter 

Umgang mit Anschauungsmitteln ergibt sich dabei nicht von selbst aus den Anschauungsmit-

teln, sondern muss durch eine entsprechende Unterrichtskultur begleitet werden. Kinder müs-

sen dabei lernen, Anschauungsmittel aktiv zu deuten und Strukturen in diese hinein zu lesen 

(Söbbeke, 2005; Beutler, 2013; Steenpass, 2014; Benz, 2018).  

Söbbeke (2005) entwickelt ein Konstrukt «visuelle Strukturierungsfähigkeit», welches als 

Bindeglied zwischen Anschauungsmitteln und internen, mentalen Repräsentationen des Kin-

des («im Geiste des Kindes») zu verstehen ist. In dieser Umschreibung zeigt sich auch die in 

Kapitel 2.2.4 beschriebene Nähe des Konstrukts zu den Grundvorstellungen. Auch Strukturie-

rungsfähigkeiten «vermitteln» zwischen Vorstellungen; sie stehen ebenfalls mit Darstel-

lungswechseln in Zusammenhang. Wie die Grundvorstellungen können sie als Bindeglied 

zwischen Mathematik, strukturierter bildlicher Darstellung und individueller Gedankenwelt 

des lernenden Kindes betrachtet werden. 

Die visuelle Strukturierungsfähigkeit enthält aber noch eine weitere Komponente. Es handelt 

sich dabei um die Fähigkeit des Kindes, ein Diagramm visuell zu strukturieren (Söbbeke, 
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2005, S. 67 ff.). Die Nähe zum Konstrukt Operationsverständnis kommt zur Geltung, wenn 

diese Strukturierung durch das Beschreiben des Anschauungsmaterials mit mathematischen 

Termen und Symbolen vorgenommen wird. Die Kinder beschreiben dann das Material mit 

Hilfe eines Darstellungswechsels zwischen Bild und Term. 

Das Konstrukt der «visuellen Strukturierungsfähigkeit» wird in der Literatur präzisiert und 

zerlegt in mehrere Ebenen, die sich durch einen Anstieg der Flexibilität bei der Nutzung von 

Beziehungen und Umdeutungen voneinander unterscheiden (Söbbeke, 2005, S. 131 ff.) . 

Damit erhält dieses Konstrukt eine feinere Unterteilung und Beschreibung als das schlichte 

«gelungen/nicht gelungen» bei der Betrachtung des Darstellungswechsels.  

Der Dreiklang zwischen Darstellungswechsel, Gebrauch von Grundvorstellungen und Arbeit 

mit Struktur und Strukturierungsfähigkeit wird in der didaktischen Literatur auch entspre-

chend beschrieben: 

 

Abbildung 11: Drei Aspekte von umfassendem Operationsverständnis (primakom.dzlm.de) 

Steenpass (2014) schliesst an das theoretische Konstrukt «visuelle Strukturierungskompe-

tenz» an und baut darauf auf. Sie entwickelt ein Konstrukt «rahmungsbasierte Deutungskom-

petenz», diskutiert dieses und beobachtet, wie die Kinder als Lernende in der Auseinanderset-

zung mit Anschauungsmitteln ihr eigenes Verständnis erwerben. Untersucht wurden einzelne 

Kinder aus der 3. Schulklasse mit Hilfe von Interviews im Rahmen einer Interventionsstudie. 

Nachgewiesen wird dabei, dass sich durch geeignete Interventionen eine flexible Deutungs-

kompetenz fördern lässt. Dies ist ein Indiz dafür, dass die Gestaltung des Unterrichts auf die 

Förderung der Deutungs- und Strukturierungsfähigkeiten der Kinder einen bedeutenden Ein-

fluss hat. Für die Entwicklung eines gesicherten Verständnisses bei den Kindern ist es wich-

tig, dass die Lehrperson die Vielschichtigkeit von Deutungsprozessen im Auge behält. Im 

Unterricht sollten komplexe Deutungsanforderungen thematisiert, Umdeutungen und Um-

strukturierungen vorgenommen und auf die Vielfalt von Deutungen geachtet werden. Gerade 

mehrdeutige und offene Aufgabenformate erwiesen sich in dieser Studie als wirksam (Steen-

pass, 2014, S. 61 ff., 281 ff.). Dieser Aspekt der Strukturierungstätigkeit und der Flexibilität 

im Umgang mit entsprechenden Anschauungsmitteln kann herangezogen werden, um das 

Konstrukt Operationsverständnis wie oben dargelegt zu ergänzen und in angemessener Weise 

zu fassen.   
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2.3 Das Konstrukt Operationsverständnis 

In diesem Kapitel werden die theoretischen Überlegungen zum Konstrukt Operationsver-

ständnis um weitere Aspekte ergänzt. In Kapitel 2.3.1 wird die Vereinigung der verschiedenen 

Operationen innerhalb eines einzelnen Konstrukts besprochen. Beachtung findet dabei insbe-

sondere der sehr unterschiedliche Schwierigkeitsgrad dieser Operationen. In Kapitel 2.3.2 

wird die Abgrenzung gegenüber dem Begriff «operation sense» im englischsprachigen Raum 

vorgenommen. Schliesslich wird in Kapitel 2.3.3 die für diese Arbeit vorgenommene Konzep-

tualisierung des Konstrukts dargestellt. 

 

2.3.1 Die vier einzelnen Grundrechenarten und deren vereinigte Betrachtung 

Die Schwierigkeiten der Kinder mit den Grundoperationen bzw. mit dem Wechsel zwischen 

Darstellungen zu diesen Operationen zeigen sich nicht in allen vier Grundrechenarten im sel-

ben Masse. Insbesondere beim Multiplizieren und Dividieren, also bei den beiden Operatio-

nen zweiter Stufe, treten bereits im kleinen Zahlenraum verstärkt Probleme auf (Bönig, 1995; 

Schäfer, 2005; Moser Opitz, 2005, 2013; Freesemann, 2014). 

Verschiedene arithmetische Fähigkeiten werden von den Kindern bereits im Vorschulalter 

entwickelt und aufgebaut. Es wurde beispielsweise bemerkt, dass der Erwerb eines frühen 

Verständnisses für die Addition (die «leichteste» der vier Grundrechenarten) bereits in den 

sehr frühen Kindheitsjahren stattfinden kann. Dieses frühe Verständnis bleibt dann aber vor-

erst auf sehr kleine Anzahlen beschränkt (Geary, 1994; Steiner, 1997; Gerlach, 2007; Purpura 

& Lonigan, 2013; Benz, 2018).  

Die Subtraktion hat gegenüber der Addition einen erhöhten Schwierigkeitsgrad. Auch stellen 

nach deren Behandlung die Multiplikation und das Verständnis für diese Grundrechenart die 

Kinder wiederum vor neue Schwierigkeiten. Trotz erhöhtem Schwierigkeitsgrad gegenüber 

den Operationen erster Stufe wurde aber beobachtet, dass auch Kinder im Vorschulalter in der 

Lage sind, einfache multiplikative Aufgaben richtig zu bearbeiten (Carpenter et al., 1993; 

Sherin & Fuson, 2005, S. 354). 

Als anspruchsvollste der vier Grundrechenarten wird in der Fachliteratur die Division genannt 

(Oehl, 1962; Schäfer, 2005; Ruwisch, 1999; Barmby et al., 2009; Gaidoschik, 2010; Moser 

Opitz, 2013; Ehlert et al., 2013; Schulz et al., 2019; Burtscher, 2019). 

Diese Aussagen erscheinen plausibel und spiegeln sich auch in der Reihenfolge der Behand-

lung der vier Grundrechenarten im Laufe der ersten drei Schuljahre wider. Die Behauptungen 

werden aber auch durch empirische Evidenz untermauert. So stellt Schäfer (2005) das Ergeb-

nis einer Messung des Operationsverständnisses dar, welches zeigt, dass der grösste Sprung 

im Schwierigkeitsgrad zwischen den Operationen erster und zweiter Stufe stattfindet. Diesel-

be Untersuchung belegt auch, dass Mängel im Operationsverständnis mit zählendem Rechnen 

einhergehen und dass sich kombiniert rechenschwache Kinder auch mit dem Operationsver-

ständnis schwerer tun als Kinder mit isolierten Rechenschwächen. 
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Ebenfalls empirisch belegt werden die Abstufungen des Schwierigkeitsgrads in Schulz et al. 

(2019). Die Autoren entwickeln in dieser Arbeit ein Kompetenzmodell für Operationsver-

ständnis, das von vier Schwierigkeitsstufen («levels») ausgeht. Die vier Schwierigkeitsstufen 

entsprechen nicht den einzelnen Grundoperationen, doch gehen die Art der jeweiligen Grund-

operation und die verschiedenen Grundvorstellungen zu den einzelnen Grundoperationen 

massgeblich in dieses Modell ein. Die Autoren arbeiten mit dem Rasch-Modell der «Items 

Response Theory», entwickeln die Schwierigkeitswerte für verschiedenen «Items» und wei-

sen nach, dass diese Schwierigkeitswerte die Einteilung der «Items» in die vier Schwierig-

keitsstufen («levels») des Kompetenzmodells untermauern. 

Die Multiplikation als «einfachere» der beiden Operationen zweiter Stufe kann − zumindest 

von einzelnen Kindern − mit frühen denkerischen Mitteln und ohne systematische Erarbeitung 

im Unterricht verstanden und angemessen bewältigt werden. Padberg (2009, S. 114) nennt 

verschiedene Studien, die belegen, dass Kinder multiplikative Situationen mit unterschiedli-

chen Strategien schon früh richtig bearbeiten können. Der Autor belegt «hohe Vorkenntnisse» 

der Kinder vor Behandlung dieser Grundoperation im zweiten Schuljahr. Er gibt einzelne 

Strategien an, welche von den Kindern zur Aufgabenlösung verwendet werden. Auch Mulli-

gan & Mitchelmore (1997) berichten davon, dass viele Kinder Multiplikationsaufgaben schon 

lange vor deren Behandlung im Unterricht lösen können. Die Autoren weisen aber auch da-

rauf hin, dass sie in ihrer Untersuchung festgestellt haben, dass einige Kinder selbst die Divi-

sion nicht immer als schwieriger wahrnehmen als die Multiplikation. 

Bemerkenswert ist es, dass das eigene Urteil der Kinder über ihre mathematischen Fähigkei-

ten anders ausfallen kann. Die Kinder schätzen gemäss einzelnen Untersuchungen die Sub-

traktion im Vergleich zur Multiplikation zum Teil als schwieriger ein (Moser Opitz, 2013, S. 

260). 

 

Vereinigung der vier Operationen zu einem Konstrukt 

In verschiedenen Beiträgen und Forschungsarbeiten sowohl theoretischer als auch empirischer 

Art werden sämtliche vier Grundrechenarten nacheinander und in aufbauender Reihenfolge 

besprochen und behandelt. In manchen Arbeiten wird entweder auf die Operationen erster 

Stufe oder auf die beiden «schwierigeren» Operationen zweiter Stufe fokussiert. Unter letzte-

ren sind auch solche, in denen nur eine dieser beiden Operationen betrachtet wird, also ent-

weder die Multiplikation oder aber die Division. 

Nur sehr vereinzelt gab es bisher quantitative Untersuchungen zum Zusammenhang zwischen 

dem Operationsverständnis für die einzelnen Grundrechenarten. Royar (2013) zeigt z.B. mit 

Hilfe einer explorativen Faktorenanalyse der Daten eines Testinstruments, dass einzelne zu 

den vier Grundrechenarten passende Faktoren isoliert werden können. Er stellt dabei aber 

auch fest, dass damit «nicht völlig unterschiedliche Faktoren erfasst werden». Dies kann als 

datenbasierte Evidenz dafür gedeutet werden, dass das Konstrukt Operationsverständnis sinn-

voll ist. 
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Ob es in mathematikdidaktischer Hinsicht nützlich ist, die vier Grundrechenarten in ein ge-

meinsames Konstrukt («unter einen Hut») zusammenzufassen, kann angesichts des For-

schungsstandes aber nicht abschliessend beantwortet werden. Zu dieser Frage äussern sich 

wenige Autoren. An vielen Stellen wird aber auf die unterschiedliche Schwierigkeit und den 

unterschiedlichen Abstraktionsgrad der Operationen hingewiesen, was den Zusammenzug zu 

einem gemeinsamen Konstrukt auch als fragwürdig erscheinen lässt. 

Die Vorgehensweise, die bei vielen empirischen Untersuchungen gewählt wird, ist die ge-

trennte und meist qualitative Untersuchung der einzelnen Grundrechenarten, häufig mit Hilfe 

von Interviews mit Kindern. Selbstredend werden die Konstrukte «Operationsverständnis 

Addition» (oder auch «Operationsverständnis der Addition»), «Operationsverständnis Sub-

traktion» usw. eingeführt. Das «Operationsverständnis Multiplikation» wird dabei wie in die-

ser Arbeit auch «Multiplikationsverständnis» genannt (Bönig, 1995; Gaidoschik, 2016a; 

Schäfer, 2005). Definitionen und Vorgehensweisen werden dabei meist von einer auf die an-

dere Grundrechenart übertragen. In diesem Sinne wird die Fähigkeit zum Darstellungswechsel 

auf alle vier einzelnen Konstrukte als Indiz für Operationsverständnis übertragen. Zu untersu-

chen wäre aber sicherlich die Frage, ob diese Fähigkeit bei allen vier einzelnen Konstrukten 

dieselbe Relevanz hat. Bei eingehender Betrachtung ergeben sich dabei allerlei unerwartete 

Schwierigkeiten. Ein Beispiel für eine solche Schwierigkeit ist das Gestalten von angemesse-

nen bildlichen Darstellungen zur Subtraktion. Viele Illustrationen zur Subtraktion sind mehr-

deutig und können auf verschiedene Arten interpretiert werden. Häufig ist eine sprachliche 

Ergänzung notwendig, wenn ein Bild auf eindeutige Art und Weise einem Subtraktionsterm 

zugeordnet werden soll. Zu untersuchen und zu diskutieren wäre also die Frage, inwieweit die 

Zusammenfassung der vier Konstrukte zu einem einzigen Konstrukt sinnvoll ist. 

 

2.3.2 «Operation Sense» − die andersartige Betrachtung im englischsprachigen Raum 

Im englischsprachigen Raum erscheint das Phänomen Operationsverständnis unter der Be-

grifflichkeit «operation sense». In der Literatur aus diesem Sprachraum wird das Phänomen 

ebenfalls mittels «Darstellungswechsel» beschrieben und diskutiert. Wie im deutschsprachi-

gen Raum wird auch in der englischen Literatur auf die Vorteile sowohl von Interviews als 

auch von qualitativen gegenüber quantitativen Untersuchungen hingewiesen (Huinker, 1993). 

In der Literatur des englischsprachigen Raums wurde − in Analogie zum deutschsprachigen 

Raum − das Operationsverständnis bisher ebenfalls weniger intensiv erforscht als z.B. der 

«number sense» (Geary, 1994, S. 43; Berch, 2005; A. Baroody et al., 2006). 

Eine begriffliche Differenz ergibt sich durch den Sprachgebrauch, denn die Begrifflichkeit 

«operation sense» (Operations-Sinn oder -Gefühl) gibt dem Phänomen nicht nur einen ande-

ren Klang, sondern auch weitere Nuancen und zusätzlichen Inhalt. Die Begriffsverwendung in 

der englischen Sprache gibt dem Konstrukt ausdrücklicher als in der deutschen Sprache die 

Nuance des «Empfindungsvermögens» und des «Gefühls» (Schäfer, 2005, S. 198). Es klingen 

in der englischen Sprache Fähigkeiten an, die in der deutschsprachigen Literatur zwar eben-

falls erwähnt werden, jedoch seltener in der Operationalisierung von Operationsverständnis 

Eingang finden. So werden beispielsweise als Merkmale von Leistungsstärke im Fach Ma-
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thematik nebst der «Fähigkeit zum Darstellungswechsel» auch «mathematische Fantasie» 

oder «mathematische Sensibilität» genannt (Spiegel & Selter, 2013, S. 100 ff.). Derartige Fä-

higkeiten klingen in der Begrifflichkeit «operation sense» an, während Operationsverständnis 

in der deutschsprachigen Literatur in stärkerem Ausmass auf den Darstellungswechsel redu-

ziert wird als «operation sense» im englischsprachigen Raum. Besonders deutlich kommt dies 

dann zum Ausdruck, wenn der Darstellungswechsel nicht nur als Indiz für Operationsver-

ständnis genannt wird, sondern dieses als die Fähigkeit zum Darstellungswechsel definiert 

wird (Gerster & Schultz, 2004). Es kann sein, dass auch die enge Verwandtschaft zum Kon-

zept der Grundvorstellungen zu dieser eingeschränkteren Verwendung im deutschsprachigen 

Raum beigetragen hat. Auch fehlt in der deutschen Sprache ein geläufiger Begriff, mit dem 

«operation sense» übersetzt werden könnte, was zusätzlich zu einer etwas anderen inhaltli-

chen Ausgestaltung der Begriffe in den beiden Sprachräumen beigetragen haben dürfte. 

Operationsverständnis wird bei der Übersetzung aus dem deutschsprachigen Raum in die eng-

lische Sprache trotz diesen Nuancen wie zum Beispiel in Schulz et al. (2019) typischerweise 

mit «operation sense» übersetzt und die beiden Begriffe somit zumindest in übersetzten Ar-

beiten aus dem deutschsprachigen Raum als Synonyme verwendet. 

Übersetzungsschwierigkeiten kommen insbesondere auch beim Begriff der Grundvorstellun-

gen vor, der in der englischsprachigen Literatur nicht verwendet und anscheinend auch nicht 

vermisst wird. Unterschiedliche Situationen werden in englischer Sprache entweder als «si-

tuations» oder als «categories» beschrieben. Die Einteilung in diese Kategorien kann sich von 

derjenigen im deutschsprachigen Raum unterscheiden (Schulz et al., 2019; Sun et al., 2019, S. 

5). 

 

 

Abbildung 12: Die zehn Aspekte von «operation sense» nach (Slavit, 1999) 
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Bei Betrachtungen im deutschsprachigen Raum ist es zum Teil hilfreich, sich diese Nuance – 

den Operations-«Sinn» − und die damit verbundenen weicheren Fähigkeiten der «Sensibili-

tät» bzw. des «Gefühls», die in der englischen Sprache explizit anklingen, zusätzlich mitzu-

denken. In englischsprachigen Publikationen wird dies zum Teil sehr deutlich gemacht. Slavit 

(1999) berichtet von einer Untersuchung mit 6- bis 9-jährigen Kindern zum «operation sen-

se». Der Hauptfokus der Untersuchung lag dabei auf der Addition. In dieser Arbeit ist auch 

eine Aufzählung von zehn Aspekten des «operation sense» enthalten, die dazu dienen sollen, 

die Bedeutung des Begriffs zu erfassen. Die genannten Aspekte werden in dieser Arbeit aus-

führlich erläutert. Selbst diese Erläuterungen sind aber mit der Vorbemerkung versehen, dass 

über jeden einzelnen der zehn Aspekte noch viel mehr gesagt werden könnte. Der Autor 

kommentiert die Liste mit der abschliessenden Bemerkung «the above list should not be con-

sidered exhaustive, and there is much more to operation sense than a list, no matter how ex-

haustive it may be» (Slavit, 1999, S. 254 ff.).  

Die sprachliche Ähnlichkeit der Begriffe «number sense» und «operation sense» bekommt im 

englischsprachigen Raum also auch inhaltliche Bedeutung, die in der deutschen Sprache so 

nicht mehr anklingt. Zum Teil werden die beiden Begriffe in der englischen Literatur gemein-

sam behandelt. «Number and operation sense» werden gemeinsam als ein intuitives Gefühl 

für das Zusammenspiel von Zahlen («an intuitive feel for how numbers are related and be-

have») genannt (A. Baroody et al., 2006, S. 188). Das Konstrukt «operation sense» erhält 

dadurch eine stärker ausgeprägte Weite, wobei auch mitspielt, dass der Begriff «number sen-

se» in der englischen Sprache auf vielfältige Art und Weise gebraucht wird. In Purpura & 

Lonigan (2013) wird beispielsweise davon berichtet, dass für die Beschreibung von «number 

sense» eine Aufzählung von über 30 verschiedenen Fähigkeiten besteht.  

Aufgrund dieser fehlenden Einheit unter Forschern ist somit auch die Vergleichbarkeit von 

Ergebnissen aus unterschiedlichen Studien nicht immer gegeben bzw. nur in eingeschränktem 

Masse sinnvoll. 

Zu beachten bleibt ausserdem, dass nicht nur bei der Begriffsverwendung des Operationsver-

ständnisses, sondern auch bei Untersuchungen der Entwicklung von Rechenstrategien grosse 

Differenzen zwischen Sprachräumen auftreten können (Gaidoschik, 2010, S. 18, 52 ff.).  

Ergebnisse aus Untersuchungen aus anderen Sprachräumen können folglich nicht ohne Vor-

behalte und Einschränkungen auf den deutschsprachigen Raum übertragen werden. Umso 

wichtiger erscheint es aber, dem Konstrukt «Operationsverständnis» und der Thematik auch 

im deutschsprachigen Raum ausreichend Aufmerksamkeit zu schenken. Die in dieser Arbeit 

vorgenommene Untersuchung soll dazu beitragen, die im deutschsprachigen Raum bestehen-

de Forschungslücke im Bereich der quantitativen Untersuchungen zu dieser Thematik zu ver-

kleinern. 
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2.3.3 Das Konstrukt Operationsverständnis – eine Zusammenfassung  

In den bisherigen Kapiteln wurden die Begriffe erläutert, welche in Zusammenhang mit dem 

Konstrukt Operationsverständnis verwendet werden. Verschiedene Konstrukte und Konzepte 

werden mit Operationsverständnis in Zusammenhang gebracht und das Konstrukt wird in der 

Literatur unterschiedlich beschrieben. Besonders deutlich wird dies ersichtlich bei einem Ver-

gleich mit der Verwendung des Begriffs «operation sense» im englischsprachigen Raum. Al-

lerdings unterscheidet sich die Begriffsverwendung auch innerhalb der deutschsprachigen 

Literatur. An dieser Stelle wird das Konstrukt Operationsverständnis noch einmal zusammen-

fassend umschrieben und sodann für die weitere Verwendung in dieser Arbeit entsprechend 

verwendet. 

Operationsverständnis bezeichnet ein Grundverständnis für die vier Grundrechenarten, wel-

ches die Kinder in den ersten drei Primarschuljahren erwerben und aufbauen sollten. Dieses 

Grundverständnis kann erfasst werden durch die Fähigkeit der Kinder, flexibel und gut be-

gründet zwischen verschiedenen Darstellungsarten der Grundrechenarten hin und her zu 

wechseln. Das Konstrukt Operationsverständnis bezeichnet daher genau diese Fähigkeit.  

Für die Erfassung von Operationsverständnis sind aber diejenigen Darstellungswechsel be-

sonders wesentlich, in denen eine Darstellungsart in mathematisch-symbolischer Schreibwei-

se (in Form eines Terms) vorliegt. Deshalb werden für die Konstrukt-Beschreibung nur dieje-

nigen Darstellungswechsel herangezogen, bei denen entweder die Ausgangsdarstellung (Dar-

stellungswechsel «vom Term weg») oder die Enddarstellung (Darstellungswechsel «zum 

Term hin») eine mathematisch-symbolische Darstellung ist. 

Bei diesen Darstellungswechseln ist darauf zu achten, dass vielfältige und unterschiedliche 

Darstellungen verwendet werden und die Kinder den Darstellungswechsel entsprechend flexi-

bel vollziehen können. Dies bedeutet beispielsweise, dass sie Ausgangssituationen unter-

schiedlicher Art erfassen können. Während die Fähigkeit zum Darstellungswechsel für sich 

alleine formuliert noch keine inhaltlichen Differenzen zwischen Ausgangsdarstellungen auf-

greift, werden solche durch das Konzept der Grundvorstellungen auch inhaltlich beschrieben. 

Die Kinder sollten für die Multiplikation beispielsweise in der Lage sein, nicht nur räumlich-

simultane, sondern auch zeitlich-sukzessive Ausgangssituationen in ihrer multiplikativen 

Struktur zu erfassen und in entsprechende Terme zu übersetzen. Die Unterscheidung dieser 

Ausgangssituationen wird in der deutschsprachigen Literatur mit dem Konzept der Grundvor-

stellungen in Verbindung gebracht. Die Kinder sollten also in der Lage sein, den Darstel-

lungswechsel bei Ausgangssituationen zu den verschiedenen Grundvorstellungen für die vier 

Grundrechenarten vollziehen zu können. Auch sollten sie in der Lage sein, Veränderungen an 

der Ausgangssituation in Veränderungen am passenden Term zu übersetzen. Sie sollten nicht 

nur die veränderte Ausgangssituation (z.B. das Punktefeld mit einer zusätzlichen Spalte) als 

gänzlich neue Situation erneut «übersetzen», sondern den Veränderungsvorgang in eine Ver-

änderung am Term (z.B. «einen Faktor um 1 erhöhen») übersetzen können. Diese Art der 

Strukturnutzung und des Umgangs mit strukturierten Ausgangssituationen wird in der Litera-

tur mit dem Konstrukt der Strukturierungsfähigkeit beschrieben. Die Kinder sollen also Dar-

stellungswechsel so vollziehen können, dass sie auch Strukturierungen anwenden und für ihre 

Übersetzungsprozesse zwischen Darstellungen nutzen können. 



46 

Das Konstrukt Operationsverständnis bezeichnet also die Fähigkeit, zwischen Darstellungen 

(von denen eine in mathematisch-symbolischer Schreibweise vorliegt) flexibel zu wechseln 

und dabei Situationen zu unterschiedlichen inhaltlichen Grundvorstellungen bearbeiten sowie 

auch Strukturierungsfähigkeiten einsetzen und nutzen zu können. 

Diese Formulierung erfolgt im Bewusstsein, das der Begriff «Verständnis» immer – so wie 

auch im Zusammenhang mit Operationsverständnis − viele Nuancen und Facetten aufweist 

und die entsprechende Formulierung in mancher Hinsicht auch starr erscheinen mag. Deutlich 

ersichtlich wird dies bei einem Vergleich mit den «weiteren» Beschreibungen, wie sie im eng-

lischsprachigen Raum verwendet und in Kapitel 2.3.2 ausgeführt wurden.  

Die Formulierung erlaubt aber eine verhältnismässig klare Operationalisierung des Kon-

strukts, welche die Erfassung für ein Erhebungsinstrument ermöglicht. Dies erlaubt eine Um-

setzung, wie sie in Kapitel 4.4 beschrieben wird. 

Ebenso lassen sich mit Hilfe der vorliegenden Formulierung für das Konstrukt Operationsver-

ständnis entsprechende Unterrichts-Interventionen (in dieser Arbeit in Form von Förderein-

heiten) zielgerichtet entwickeln und einsetzen. Bei der Beschreibung des Aufbaus des Förder-

pakets in Kapitel 4.3 wird deshalb auf die hier vorgenommene Operationalisierung zurückge-

griffen. Die besonderen Betonungen der einzelnen Aspekte (Darstellungswechsel, Grundvor-

stellungen bzw. Strukturierungsfähigkeiten) des Konstrukts werden dort der besseren Über-

sicht und Verständlichkeit halber auch farblich dargestellt.  

Die oben gewählte Formulierung des Konstrukts Operationsverständnis sowie die Verwen-

dung von Darstellungswechseln, Grundvorstellungen und Strukturierungsfähigkeiten ermögli-

chen also eine Umsetzung bzw. Operationalisierung des Konstrukts in einer Studie, wie sie in 

dieser Arbeit nun beschrieben wird.  
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3 Operationsverständnis – Bedeutung, Befunde und Förderung 

In diesem Kapitel erfolgt eine Zusammenstellung von Erkenntnissen zum Operationsver-

ständnis. Das Konstrukt wird beleuchtet in seiner Bedeutung für das Erlernen der Mathematik 

bzw. des Rechnens in der Schule. Beleuchtet werden bisher vorliegende Befunde, Schwierig-

keiten der Kinder und Möglichkeiten zur Förderung. 

 

3.1 Operationsverständnis in seiner Bedeutung für das Rechnenlernen 

Der Aufbau eines tragfähigen Operationsverständnisses stellt für einige Kinder eine bedeu-

tend grössere Herausforderung dar als für andere. Besonders leistungsstarke Kinder meistern 

diese Thematik in kurzer Zeit und mit einer Leichtigkeit, die dazu führen kann, dass die 

Schwierigkeiten anderer Kinder übersehen werden. Es besteht eine Versuchung für die Lehr-

personen, die leistungsstarken Kinder im Unterricht nicht zu langweilen, was dazu führen 

kann, dass ernsthafte Lücken beim Operationsverständnis bei anderen Kindern nicht ange-

messen behandelt werden. 

Schwächen beim Operationsverständnis sind im Kontext von Rechenschwächen zu beleuch-

ten. Die Themenkreise, in denen sich Rechenschwäche äussern kann, sind vielfältig. Die 

Schwierigkeiten der Kinder sind häufig vernetzt und äussern sich in unterschiedlichen Berei-

chen der Primarschulmathematik. Das Operationsverständnis ist eines von mehreren Teilge-

bieten, das im Hinblick auf Rechenschwächen bei den Kindern Beachtung finden sollte. 

In diesem Kapitel soll einerseits beleuchtet werden, welches die Voraussetzungen für den 

Aufbau eines angemessenen Operationsverständnisses sind. Andererseits soll die Thematik im 

Kontext von Rechenschwächen beleuchtet werden. Aus diesen Betrachtungen ergibt sich auch 

die hohe didaktische sowie gesellschaftliche Relevanz der Thematik dieser Arbeit. 

 

3.1.1 Voraussetzungen für Operationsverständnis 

Am Operationsverständnis wird mit den Kindern im Mathematikunterricht in den ersten Pri-

marschuljahren gearbeitet. Die Bearbeitung der Grundoperationen, auch schon derjenigen der 

ersten Stufe, erfordert von den Kindern aber denkerische Leistungen, die nicht notwendiger-

weise mit dem Schuleintritt schon erbracht werden können. Bei jeglicher Förder- und Unter-

richtstätigkeit ist es aber relevant, die Lernenden bzw. die Kinder dort abzuholen, wo sie ste-

hen, und gegebenenfalls auch die fehlenden Voraussetzungen für den Lernerfolg zu erkennen 

und anzugehen (Gaidoschik, 2016b).  

Einige der dafür relevanten Themenfelder werden hier aufgeführt. Auch wird deren Bedeu-

tung für das Operationsverständnis skizziert. 
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Umfassendes Zahlverständnis 

Für die Arbeit am Operationsverständnis ist u.a. ein umfassendes Zahlverständnis bei den 

Kindern eine wichtige Voraussetzung. Die Kinder sollten in Zahlen jeweils auch den Kardi-

nalzahlaspekt erkennen und den Zählprozess nicht nur als ein «Korrektes Aufsagen» einer 

Zahlenreihe verstehen (Gaidoschik, 2016b). Grundlegende Zahl- und Operationsvorstellungen 

werden in der Literatur auch als «Basis» für verständnisvolles Rechnen genannt (Büchter et 

al., 2019; Häsel-Weide & Nührenbörger, 2018). Dass solche Voraussetzungen nicht selbstver-

ständlich sind und vor allem auch bei Kindern mit intellektueller Beeinträchtigung eine Hürde 

darstellen können, wurde schon verschiedentlich beobachtet (Moser Opitz, 2013, 2016). 

 

Teil-Teil-Ganzes-Konzept 

Die Kinder müssen für die Bewältigung der frühen Primarschulmathematik lernen und verste-

hen, dass eine Anzahl (als Ganzes) aus einzelnen Teilen zusammengesetzt sein kann. Diese 

Einsicht wird in der Literatur als Teil-Teil-Ganzes-Konzept (TTG-Konzept) bezeichnet. Die 

Ausprägung des Teil-Teil-Ganzes-Konzepts bei den Kindern ist wesentlich bzw. notwendig 

für weitere Fortschritte in den mathematischen Leistungen (Focke, 2004; Weisshaupt & Peu-

cker, 2009; Gaidoschik, 2010, S. 115 ff.; Langhorst et al., 2011; Benz, 2018). 

Dieses Grundverständnis und entsprechende Strukturierungsfähigkeiten der Kinder werden 

als Voraussetzung für die Ausbildung von Operationsverständnis angesehen. Ein strukturier-

tes Sehen der Kinder wird als Grundlage für weitere mathematische Inhalte in der Literatur 

aufgeführt und nachgewiesen (Beutler, 2013; Benz, 2018).  

In mathematikdidaktischen Forschungsarbeiten wurde verschiedentlich dargelegt, dass für die 

Entwicklung des Operationsverständnisses die alleinige Arbeit an den Grundoperationen mit 

den Kindern nicht ausreichend ist, sondern die wesentlichen Grundlagen für deren Verständ-

nis vorgängig ebenfalls gelegt sein müssen. Zu eben diesen Grundlagen zählt nebst dem um-

fassenden Zahlverständnis u.a. auch das TTG-Konzept (Fritz et al., 2018, S. 36). 

 

Rechenstrategien und Ablösung vom zählenden Rechnen 

Auf den Zusammenhang zwischen Operationsverständnis und der Rechen- bzw. Zählstrategie 

der Kinder wird in der Literatur verschiedentlich hingewiesen, so z.B. in Schäfer (2005). In 

der Literatur wird ein Anteil an Kindern von 20% bis 33% genannt, der sich mit dieser Ablö-

sung schwer tut (Rechsteiner-Merz, 2015, S. 58). 

Die Ablösung vom zählenden Rechnen wird zu den Haupthürden im Mathematikunterricht 

der ersten Primarschuljahre gezählt. Der Schritt vom zählenden Rechnen zu raffinierteren 

Rechenstrategien ist eng verbunden mit dem TTG-Konzept und eine der Voraussetzungen für 

verständiges Rechnen, auch für die Addition als einfachste der vier Grundrechenarten. Eine 

Aufgabe des frühen Mathematikunterrichts ist es, die Kinder dabei zu unterstützen, flexible 

und nicht-zählende Rechenstrategien zu erwerben (Benz, 2018). 
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Das zählende Rechnen und die mangelhafte Ablösung von dieser Rechenstrategie erschwert 

u.a. auch ein angemessenes Verständnis für das Stellenwertsystem (Büchter et al., 2019; Wit-

tich, 2017). Dieses Verständnis ist aber wiederum eine der Voraussetzungen für den weiteren 

arithmetischen Kompetenzaufbau (Gaidoschik, 2015b). Erst die Ablösung vom zählenden 

Rechnen macht also verständiges Rechnen in den Grundoperationen und somit auch Operati-

onsverständnis möglich (Pfister, 2016, S. 24 f.).  

 

Verwandtschaft mit anderen Themenfeldern der Primarschulmathematik 

Beim Zusammenspiel des Operationsverständnisses mit den Rechenstrategien der Kinder 

klingt an, wie eng die Verwandtschaft zwischen dem Konstrukt Operationsverständnis und 

verschiedenen anderen Themenfeldern der Primarschulmathematik ist. Dieses enge Zusam-

menspiel wird auch im kommenden Kapitel noch klarer ersichtlich werden, denn gerade auch 

bei Rechenschwächen der Kinder wird die Verwandtschaft der verschiedenen Themengebiete 

in der Mathematik sichtbar. 

Besonders deutlich tritt dieses Zusammenspiel auch in der englischsprachigen Literatur auf, in 

der Aspekte des Operationsverständnisses zum Teil nicht mit dieser Begrifflichkeit beschrie-

ben werden und in andere Konstrukte einfliessen (siehe auch Kapitel 2.3.2). Aunio & Räsänen 

(2016) ist eine Arbeit, die diese Schwierigkeit unterstreicht. Die Autoren untersuchen die 

wichtigsten Faktoren bei der Entwicklung der mathematischen Fähigkeiten von Kindern im 

Alter zwischen fünf und acht Jahren. Sie unterscheiden dabei vier wesentliche Faktoren, näm-

lich «number sense», «understanding mathematical relations», «counting skills» und «basic 

skills in arithmetics». Sie versprechen sich von dieser Einteilung eine bessere Diagnose der 

Kinderfähigkeiten («assessment of numerical skills of children») sowie Hilfestellungen bei 

der Unterrichtsgestaltung. Wenn auch das Operationsverständnis sich in dieser Einteilung am 

ehesten in den «basic skills in arithmetics» wiederfindet, so gibt es doch zumindest keine kla-

re Zuordnung zu dieser Fähigkeit der Kinder. Auch das Verständnis mathematischer Relatio-

nen (so wie es die Autoren beschreiben) umfasst Aspekte des Operationsverständnisses. Auch 

gibt es inhaltliche Überschneidungen mit den «counting skills». Die Autoren beschreiben 

selbst in ihrer Arbeit auch diese Beziehungen zwischen den einzelnen Fähigkeiten (Aunio & 

Räsänen, 2016, S. 15 f.). 
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3.1.2 Operationsverständnis und Rechenleistung 

In bisherigen Untersuchungen gab es Indizien dafür, dass die Fähigkeit zum Darstellungs-

wechsel nicht nur mit dem Verständnis der Kinder, sondern auch mit deren Rechenleistung in 

Zusammenhang steht (Moser Opitz, 2005; Gaidoschik, 2010, S. 95 ff.; Ladel, 2011a; Royar, 

2013). Es gab aber auch Studien, die diese Vermutung nicht oder nur teilweise belegen konn-

ten (Freesemann, 2014). Verschiedentlich wird auch darauf hingewiesen, dass die Kinder ein 

mangelndes Operationsverständnis zu verbergen wissen und sich dieses daher nicht – oder 

zumindest nicht unmittelbar − beim Rechnen bemerkbar macht. 

Auf eine Reihe von Schwierigkeiten beim Umgang mit den beiden Operationen zweiter Stufe 

wird auch in Moser Opitz (2013, S. 111 ff., 197 ff.) hingewiesen. Die empirische Untersu-

chung in dieser Arbeit offenbart «Widersprüchliches» zur Multiplikation. Einerseits wurden 

Aufgaben des kleinen Einmaleins gut gelöst, andererseits zeigten sich aber Mängel beim Mul-

tiplikationsverständnis (beim «Mathematisieren»). Als Erklärung hierfür werden der Zugang 

zur Multiplikation über die Summe gleicher Summanden und auch die möglicherweise man-

gelnde Einsicht ins Stellenwertsystem angegeben. 

In manchen Arbeiten zum Einmaleins wird aber auf die Notwendigkeit eines vorgängig be-

reits erarbeiteten und gefestigten Verständnisses für die Operation bzw. auf die Notwendig-

keit für den vorgängigen Aufbau von Grundvorstellungen verwiesen (Smith & Smith, 2006; 

Scherer & Moser Opitz, 2010, S. 117 ff.; Gaidoschik, 2015a, 2016a).  

 

Das Operationsverständnis im Kontext von Rechenschwäche 

Erarbeiten sich die Kinder in der Einführungsphase der jeweiligen Grundoperation kein an-

gemessenes Operationsverständnis und bildet sich dieses auch im Laufe des späteren Unter-

richts nicht aus, so kann es sein, dass den Kindern das spätere Lernen von Mathematik schwe-

rer fällt (Gaidoschik, 2016a; Sun et al., 2019).  

Manche Kinder sind in der Lage, ein mangelndes Grundverständnis für die Rechenoperatio-

nen zu verbergen. Ein Weg dies zu tun, besteht darin, die Ergebnisse von Rechenaufgaben 

auswendig zu lernen. Die Kinder können so zu vielen Rechenaufgaben das korrekte Ergebnis 

nennen, was zum Beispiel bei Aufgaben des kleinen Einmaleins beobachtet werden kann. 

Nicht immer ist dieses Lösen von Rechenaufgaben aber mit einem intakten Grundverständnis 

für die Bedeutung der Operation verbunden (Moser Opitz, 2013).  

Bleiben solche Lücken im Grundverständnis der Kinder unentdeckt, so besteht die Gefahr, 

dass sich die Mängel bei den Kindern verfestigen und dass sich Rechenschwächen ausbilden. 

Das rezepthafte Auswendiglernen von Ergebnissen ohne Grundverständnis wird die Kinder 

beim Problemlösen immer wieder vor Schwierigkeiten stellen. Insbesondere bei mehrstufigen 

Aufgaben werden die Strategien der betroffenen Kinder nicht mehr zum Ziel führen (Moser 

Opitz, 2005).  

In Sun et al. (2019) wird berichtet, wie Mängel im Umgang mit den Grundoperationen auch 

Rechenleistungen in späteren Gebieten der Mathematik negativ beeinflussen. Als betroffene 
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Themengebiete werden das Bruchrechnen, das Verständnis für Brüche und Proportionen so-

wie die Algebra genannt. In derselben Arbeit wird ausgeführt, dass das Operationsverständnis 

und die Fähigkeit, entsprechende Textaufgaben in arithmetische Operationen umzuwandeln, 

eine erste Gelegenheit für die Kinder darstellt, den Transfer zwischen realen Situationen und 

der abstrakten symbolischen Welt der Mathematik zu vollziehen. Gelingt den Kindern diese 

Transferleistung, so ist damit auch für spätere − ähnlich gelagerte − Anforderungen innerhalb 

der Mathematik ein Baustein gelegt. Mit einer entsprechenden Förderung kann also ein Fun-

dament gelegt werden, von dem die Kinder auch später und in komplexeren Gebieten der Ma-

thematik noch profitieren können. 

 

Mögliche Folgen von Rechenschwächen 

Rechenschwächen können nicht nur das spätere Lernen von Mathematik und das Gelingen der 

späteren schulischen Laufbahn erschweren (Rittle-Johnson, 2017; Schipper, 2002; Sun et al., 

2019), sondern sie stehen auch mit Problemen im späteren Leben in Zusammenhang (Ise et 

al., 2012; Gaidoschik, 2016a). Es wird berichtet von Schwierigkeiten der Betroffenen im Um-

gang mit den persönlichen Finanzen, vom Misslingen der begonnenen beruflichen Ausbil-

dung, von Einschränkungen bei der Berufswahl und Schwierigkeiten im Berufsleben oder 

auch von einer Korrelation zwischen Leistungsfähigkeit im Fach Mathematik und späterem 

Berufserfolg, Höhe des späteren Einkommens oder sonstigem Erfolg im Leben (Geary, 1994; 

Purpura & Lonigan, 2013; Pfister, 2016; Rittle-Johnson, 2017; Gleissberg, 2018; Moser 

Opitz, 2005; Ehlert et al., 2013). 

Auch wird verschiedentlich berichtet von möglichen psychischen Folgen von Rechenschwä-

chen bzw. von einem negativen Einfluss auf das Selbstvertrauen und das mathematische 

Selbstbild der betroffenen Kinder (Spiegel & Selter, 2013; Gaidoschik, 2015a). Es wird in der 

Fachliteratur aber auch darauf hingewiesen, dass viele solche Aussagen auf Alltagsbeobach-

tungen und Praxiserfahrungen beruhen und nicht immer wissenschaftliche Folgerungen und 

Verallgemeinerungen zulassen (Moser Opitz, 2013). 

Trotz dieser einschränkenden Bemerkung zeigen aber die denkbaren Folgen von Rechen-

schwächen bei Kindern die hohe Relevanz der Thematik in eindrücklicher Weise auf. Diese 

hohe Relevanz rechtfertigt Arbeiten, die darauf abzielen, die Thematik Rechenschwäche bes-

ser zu verstehen und zu erfassen. In dieser Arbeit wird nun das Operationsverständnis er-

forscht, welches − wie in diesem Kapitel dargelegt – einen Themenkomplex darstellt, der mit 

Rechenschwächen von Kindern in Zusammenhang steht.  

Es wurden mit den Fördereinheiten (siehe Kapitel 4.3) Ansätze zur Behebung bzw. Vermei-

dung von Lücken entwickelt, die sich beim Multiplikationsverständnis der Kinder sonst ein-

stellen könnten. Auch wurde die Wirksamkeit dieser Fördereinheiten in Form von Unter-

richtsinterventionen erfasst und quantifiziert (siehe Kapitel 6).  

Die Relevanz der Thematik rechtfertigt aber sicherlich auch weitere Arbeiten, in denen ande-

re, aber verwandte Themen auf ähnliche Art und Weise untersucht werden. 
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Operationsverständnis als eine Hürde im frühen Mathematikunterricht 

Als Hauptthemenfeld für Rechenschwierigkeiten wird in der Primarschulstufe die mangelhaf-

te Ablösung vom zählenden Rechnen beschrieben (Schipper, 2002, 2005; Scherer & Moser 

Opitz, 2010; Gaidoschik, 2010).  

Schwächen beim Operationsverständnis gehören aber – wie z.B. auch Schwierigkeiten beim 

Verständnis für das Stellenwertsystem − zu den weiteren Themenfeldern, in denen sich eine 

frühe Rechenschwäche des Kindes manifestieren kann (Akinwunmi & Deutscher, 2014; Fo-

cke, 2004; Freesemann & Breucker, 2014; Gaidoschik, 2015a, S. 36 ff.; Ise et al., 2012; 

Kuhnke, 2013, S. 17; Pfister et al., 2015; Scherer & Moser Opitz, 2010; Schipper, 2002). In 

vielen dieser Arbeiten wird das Operationsverständnis als Themenfeld genannt bzw. die The-

matik der Rechenschwäche erwähnt, um die Wichtigkeit und die Bedeutung der Förderung 

von Operationsverständnis zu untermauern. Auch in Stöckli (2019) wird davon ausgegangen, 

dass Kinder mit einer Rechenschwäche über ein eingeschränktes Operationsverständnis ver-

fügen. 

 

 

Abbildung 13: Operationsverständnis und Schülergruppen (zählend/nicht-zählend) aus (Schäfer, 2005) 

 

Die Themengebiete der Rechenschwierigkeiten betroffener Kinder sind untereinander ver-

knüpft und greifen ineinander, so dass auch das Operationsverständnis im Zusammenhang mit 

andern Themenfeldern der frühen Schulmathematik beleuchtet und untersucht werden sollte 

(Gaidoschik, 2015a). In einzelnen Arbeiten wurde auch nachgewiesen, dass das Operations-

verständnis mit dem zählenden Rechnen in Zusammenhang steht bzw. dargelegt, auf welche 

Art das umfassende Zahlverständnis auch beim Operationsverständnis eine Rolle spielt (Gai-

doschik, 2010, 2015a; Venkat & Mathews, 2019). Schäfer (2005) stellt diesen Zusammen-

hang anhand der Ergebnisse einer empirischen Studie graphisch dar (siehe Abbildung 13). 

Manche Studien weisen im Übrigen nach, dass in den verschiedenen Bereichen, in denen Re-

chenschwächen sich typischerweise manifestieren, durch entsprechende Förderung auch im 

Klassenverband erfolgreich mit den Kindern gearbeitet werden kann. Die entsprechenden 
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Schwächen der Kinder im Fach Mathematik können somit auch durch Ausgestaltung des Un-

terrichts behandelt werden (Pfister et al., 2015).  

 

Anteil betroffener Kinder 

Die Angaben zum Anteil rechenschwacher bzw. hochgradig rechenschwacher Kinder in der 

Literatur sind unterschiedlich. Die meisten Autoren machen aber Angaben im tiefen zweistel-

ligen Prozentbereich. Gaidoschik (2015a) schätzt den Anteil hochgradig rechenschwacher 

Kinder auf 6%, den Anteil förderungsbedürftiger Kinder auf 15%. Spiegel & Selter (2013) 

quantifizieren den Anteil der Kinder mit diagnostizierten Rechenstörungen mit 2% bis 20%. 

Die Angaben sind verbunden mit dem Hinweis, dass diese Zahlen andernorts anders geschätzt 

werden und auch abhängig seien von der verwendeten Definition einer Rechenstörung bzw. 

Rechenschwäche. Auf die Unterschiedlichkeit der Zahlenwerte beim Studium verschiedener 

Quellen wird auch in Pfister (2016) hingewiesen. 

Als Erklärung für die unterschiedlichen Angaben sind nebst Unterschiedlichkeiten zwischen 

Sprachräumen oder natürlichen Schwankungen zwischen verschiedenen Untersuchungen auch 

unscharf definierte Begriffe anzuführen. In Moser Opitz (2013) wird auf die unterschiedliche 

Verwendung der Begrifflichkeiten in der Fachliteratur verwiesen. Die Verwendung des Be-

griffs «Rechenschwäche» variiert in der Literatur derart stark, dass einzelne Didaktiker auch 

schon vorgeschlagen haben, gänzlich auf den Begriff zu verzichten (Schipper, 2002).  

Royar (2011) nennt einen Anteil betroffener Kinder fürs Operationsverständnis. Bis zu 20% 

der untersuchten Kinder in dritten Schulklassen seien nicht in der Lage, einfachsten Rechen-

ausdrücken eine Bedeutung zuzumessen, die von Experten für adäquat gehalten wird. 

Es wird in der Literatur auch darauf hingewiesen, dass die genauen Prozentzahlen weniger 

relevant seien als die Frage, wie denn die jeweiligen Kinder in optimaler Weise zu fördern 

seien. 

 

3.1.3 Rechenschwäche und Operationsverständnis als Folge vielfältiger Einflüsse 

Als mögliche Ursachen für Rechenschwäche werden nebst der Ausgestaltung des Unterrichts 

auch vielfältige andere Faktoren genannt. Die Gründe für Rechenschwächen bei einzelnen 

Kindern liegen also mit Sicherheit nicht nur im Unterricht, aber auch nicht nur beim Kind 

selbst. Es wird berichtet von genetischer Disposition bei den Kindern, von individuellen Un-

terschieden beim Gehirn und bei den Sinnesorganen und Nervenbahnen, von frühkindlichen 

Hirnfunktionsstörungen sowie von neurologischen und anderen Erkrankungen als Einfluss-

faktoren (Gaidoschik, 2015b, 2016b, S. 9; Jacobs & Petermann, 2003). Der schulische Unter-

richt hat aber dennoch hohe Relevanz (Gaidoschik, 2010, S. 55 f., 2016b). Mit gutem schuli-

schen Unterricht kann einer allfälligen Rechenschwäche vorgebeugt oder aber eine solche 

frühzeitig erkannt und behandelt werden. Auch ist belegt, dass die Leistungen der Kinder mit 

dem Fachwissen der Lehrpersonen in Zusammenhang stehen und dass unterrichtsbezogene 

Faktoren wie zum Beispiel die Zeitdauer der Behandlung des Operationsverständnisses oder 
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anderer Themen einen erheblichen Einfluss auf die Entwicklung mathematischer Kompeten-

zen v.a. der rechenschwachen Kinder haben können (Gaidoschik, 2016b; Moser Opitz, 2009; 

Wittich, 2017, S. 43).  

In der Literatur werden die Gründe für Rechenschwäche den drei Faktoren Schule («didakti-

sche Risikofaktoren»), Familie («familiäre und soziale Risikofaktoren») und Kind («individu-

elle Risikofaktoren») zugeordnet (Gaidoschik, 2015a; Schipper, 2002; Spiegel & Selter, 

2013). Innerhalb dieser drei Faktoren werden wiederum verschiedene Komponenten aufge-

führt, die alle einen Einfluss haben können. Beispielsweise können unter dem Risikofaktor 

Schule die folgenden Komponenten eine negative Wirkung entfalten: Missachtung des Lern-

stands, Geschwindigkeit des Unterrichts, negative Verstärkungen, ungünstige Klassenstruktur, 

Notendruck, Lehrpersonenwechsel usw. (Gaidoschik, 2015a). Andernorts wird diese Aufzäh-

lung ergänzt durch die Ursachenfelder Lehrkraft, Unterrichtsmethode, Umgang mit Material, 

Lehrbuch, Mitschüler, Sprache und Gespräche auf der Meta-Ebene, Förderunterricht, Lehrer-

ausbildung (Schipper, 2002). 

Wie bereits dargelegt sind auch die Kombinationen, in denen das Operationsverständnis ver-

bunden mit anderen Schwächen auftritt, vielfältig und daher nicht einfach zu erforschen. In 

der Literatur wird festgehalten, dass Rechenschwächen bei den Kindern sehr unterschiedlich 

und individuell in Erscheinung treten können und dass es letztlich so viele Rechenschwächen 

gibt wie betroffene Kinder (Gaidoschik, 2015a). 

Im Folgenden werden viele weitere Einflussfaktoren, welche auf das Operationsverständnis 

der Kinder einwirken, besprochen und dargelegt. Es zeigt sich, dass nicht nur Rechenschwä-

chen, sondern auch das Operationsverständnis komplexe Konstrukte sind, die von vielerlei 

äusserst verschiedenen Faktoren beeinflusst werden.  

 

Unterschiede zwischen Schulklassen 

Vereinzelt wurde festgestellt, dass hinsichtlich Operationsverständnis signifikante Unter-

schiede zwischen Schulklassen bestehen (Royar, 2013). Diese Beobachtung lässt vermuten, 

dass die Art der Behandlung der Grundoperationen im Unterricht einen wesentlichen Einfluss 

auf die Entwicklung und Ausprägung des Operationsverständnisses der Kinder hat. Dies ist 

eine These, die auch andernorts in der Literatur zu finden ist (Gaidoschik, 2016b).  

Unterschiede zwischen Schulen und zwischen Schulklassen nennt auch Gleissberg (2018) mit 

Bezug auf verschiedene Examensarbeiten. 

Ruwisch (2001, S. 179 ff.) beobachtete Klasseneffekte, als Kinder zu einem vorgegebenen 

Multiplikationsterm ein Bild gestalten mussten. Die Unterschiede zwischen den Klassen wa-

ren in dieser Untersuchung grösser als jene zwischen den Jahrgangsstufen. Bei der Interpreta-

tion dieser Beobachtung wird auf den starken Einfluss der Unterrichtsgestaltung hingewiesen. 

Auch Moser Opitz (2013, S. 282 f.) berichtet, dass ein Teil der Leistung der Kinder durch die 

Schulklassenzugehörigkeit erklärt wird. Ebenso berichtet Stern (1997) von Leistungsunter-
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schieden in den arithmetischen Kompetenzen, die durch die Zugehörigkeit zur Schulklasse 

erklärt werden. 

 

Zusammenhang mit dem Fachwissen der Lehrperson 

Lernfortschritte der Kinder im Unterricht wurden verschiedentlich schon mit dem fachlichen 

Wissen oder auch mit den didaktischen Fähigkeiten ihrer Lehrpersonen in Zusammenhang 

gebracht (Ball et al., 2005; Krauss et al., 2008; Jordan et al., 2008; Moser Opitz, 2009; Bau-

mert et al., 2010; Kreis et al., 2012; Kunter et al., 2013; Moser Opitz, 2013; Krauthausen & 

Scherer, 2014). Der Einfluss der Lehrperson kann als ein (wenn auch nicht als einziger) erklä-

render Faktor für die oben erwähnten Unterschiede zwischen Schulklassen dienen. 

 

Einfluss des Geschlechts 

Da in der Schweiz verschiedentlich schon Unterschiede zwischen den Geschlechtern im Hin-

blick auf das Lernen von Mathematik beobachtet wurden (Moser Opitz, 2013, S. 179), soll 

auch diese Variable in der hier vorliegenden Arbeit am Beispiel des Operationsverständnisses 

untersucht werden. Ähnliche Ergebnisse wie in früheren Studien, die daraufhin deuten, dass 

die Leistungen der Jungen gegenüber denjenigen der Mädchen besser sind, sollten zumindest 

nicht überraschen.  

Die bisherigen Erklärungsversuche solcher Differenzen verwenden das tiefere Selbstkonzept 

der Mädchen sowie die Einstellung bzw. die Vorurteile der Lehrpersonen als erklärende Vari-

ablen (Moser Opitz, 2013, S. 180). 

Das Geschlecht aller Kinder wurde in der Studie erfasst und konnte für die Auswertungen 

verwendet werden.  

 

 

Ein Blick auf Studien aus anderen Kulturkreisen 

Ein Blick in Untersuchungen aus anderen Kulturkreisen (auch ausserhalb des deutschen und 

englischen Sprachraums) zeigt auf, dass die Vergleichbarkeit der Forschungsergebnisse nicht 

nur durch den Wechsel des Sprachraums erschwert wird. Es können sich weitere Komplikati-

onen ergeben, wenn nebst der Sprache auch die Lehrmittel, das Schulsystem oder z.B. auch 

das verwendete Zahlensystem anders ausgestaltet sind. Eine Studie, an der beispielhaft sicht-

bar wird, wie sich ein andersartiges Zahlensystem auswirken kann, ist Zhang et al. (2019).  

Aufgrund solcher Schwierigkeiten sind die Untersuchungen aus dieser Arbeit grundsätzlich 

auf den deutschsprachigen Raum zu beziehen.  

In diesem ersten theoretischen Teil wird vorwiegend mit Erkenntnissen aus dem deutsch- und 

zum Teil auch aus dem englischsprachigen Raum gearbeitet, in welchen zwar Unterschiede 

bestehen, aber wo zumindest dasselbe Zahlensystem verwendet wird.  
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3.1.4 Bedeutung und Besonderheiten der Grundrechenart «Multiplikation» 

Die Grundrechenart der Multiplikation bzw. das Verständnis der Kinder für diese spezifische 

Operation bildet das Hauptaugenmerk der vorliegenden Untersuchung. Die Auswahl wurde 

wie in Kapitel 2.3.1 dargelegt aufgrund des Schwierigkeitsgrads und aufgrund des Behand-

lungszeitpunktes im Unterricht so vorgenommen.  

Wegen der zentralen Bedeutung dieser Operation für diese Arbeit wird die Multiplikation in 

diesem Kapitel gesondert und im Hinblick auch auf ihre Besonderheiten vertieft betrachtet 

und diskutiert. 

 

Multiplikation als wiederholte Addition 

Eine wichtige Beobachtung besteht in der Tatsache, dass es bei der Multiplikation im Gegen-

satz zu den Grundoperationen erster Stufe nicht um das Zusammenfügen oder Auseinander-

nehmen von Mengen geht, sondern um eine Art von «Replikation» (Barmby et al., 2009, S. 

218). Dies macht die Multiplikation zu einer Grundoperation höherer Stufe. Die multiplikati-

ven Denkstrukturen werden als kritischer Moment im Lernprozess der Kinder beschrieben 

und als wesentlich für mathematische Lernfortschritte in der zweiten Hälfte der Primarschul-

zeit angesehen. Betont wird dabei auch, dass die Kinder für weiteren Fortschritt in ihren ma-

thematischen Leistungen die Multiplikation nicht nur als wiederholte Addition betrachten 

dürfen (Fischbein et al., 1985; Hurst, 2015; Venkat & Mathews, 2019, S. 97). Obwohl die 

wiederholte Addition für die Multiplikation als diejenige Rechenstrategie beschrieben wird, 

die am wenigsten fehleranfällig ist (Mulligan & Mitchelmore, 1997, S. 320), wird für die ler-

nenden Kinder ein Ablöseprozess von dieser einen Strategie bzw. eine Repertoire-

Erweiterung notwendig, um in verschiedenen Situationen erfolgreich rechnerisch tätig zu 

bleiben.  

Die Multiplikation bleibt aber ein «complex set of concepts» mit vielen Verbindungen und die 

Autoren, die sich damit beschäftigen, weisen auch darauf hin, dass ihre Arbeiten nur einzelne 

Aspekte beleuchten können (Hurst, 2015; Hurst & Hurrel, 2016). Dieselben Autoren stellen 

nach eingehender Auseinandersetzung fest, dass die Komplexität des mathematischen Gehalts 

beim Unterrichten der Multiplikation überraschend hoch sei: «the greatest learning was in 

terms of realising the complexity of the mathematics involved in teaching about multiplicative 

thinking» (Hurst & Hurrel, 2017).  

Auch in weiterführender und nicht primär auf die Grundschule bezogener mathematikdidakti-

scher Literatur wird betont, dass die Multiplikation sich nicht restlos als wiederholte Addition 

beschreiben lasse. Confrey & Smith (1995) belegen, dass die wiederholte Addition viele mul-

tiplikative Situationen weder angemessen noch ausreichend beschreibe. Die Autoren entwi-

ckeln in ihrer Arbeit mit «splitting» ein alternatives gedankliches Modell. 

Vergnaud (1983) hält fest, dass multiplikative Strukturen nur teilweise auf additiven Struktu-

ren beruhen. Multiplikative Strukturen haben auch eine «eigene, intrinsische Organisation», 

die nicht auf additive Aspekte reduziert werden könne. Der Autor arbeitet bei seiner Analyse 
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mit dem Konzept der «conceptual fields» zur Beschreibung multiplikativer Strukturen 

(Vergnaud, 1983, 1996). 

In Fischbein et al. (1985) wird ebenfalls auf die Schwierigkeit eingegangen, die sich ergibt, 

wenn sich die wiederholte Addition als Modellvorstellung für die Multiplikation bei den Ler-

nenden verfestigt. Anhand einer Studie mit 623 Kindern in italienischen Schulen wurde nach-

gewiesen, dass die Kinder in höheren Schulklassen in Schwierigkeiten geraten können, falls 

die Operatoren nicht mehr ganzzahlig sind. Eine einfache Modellvorstellung wie die wieder-

holte Addition kann die Aufgabenbearbeitung der Kinder in einzelnen Situationen vereinfa-

chen und beschleunigen, sie kann diese aber auch verlangsamen, erschweren oder sogar blo-

ckieren. Das usprünglich im Unterricht erarbeitete Modell kann sich bei den Kindern zum 

Teil als äusserst zäh und dauerhaft unvollständig erweisen. Die Kinder benötigen nebst den 

ursprünglichen Modellen auch effiziente Denkstrategien, die es ihnen erlauben, mit den er-

worbenen Modellen flexibel umzugehen (Fischbein et al., 1985, S. 14 ff.). 

Bei der Untersuchung der Nützlichkeit der «wiederholten Addition» als Basis für den Aufbau 

des Multiplikationsverständnisses bestehen Unterschiede zwischen der deutsch- und der eng-

lischsprachigen Grundschuldidaktik (Wittmann, 2015). Unterschiedliche Haltungen gibt es 

auch bei den Betrachtungen zum kombinatorischen Aspekt der Multiplikation.  

 

Kommutativität 

Eine weitere zentrale Eigenschaft der Multiplikation ist die Kommutativität (für die Kinder 

meist «Tauschaufgabe» genannt). Die Einsicht, dass und weshalb die Multiplikation kommu-

tativ ist, bildet einen Bestandteil eines tragfähigen Operationsverständnisses und ist hilfreich 

auch bei der späteren Arbeit der Kinder am Einüben des Einmaleins (Barmby et al., 2009). 

Für die Einführung des Grundverständnisses für diese Rechenart wird aber vorerst eine klare 

Unterscheidung von Multiplikator und Multiplikand empfohlen (Gaidoschik, 2015a). Die 

Grundoperation sollte unter Ausklammerung des Ergebnisses eingeführt werden und somit 

wird die Gleichheit des Ergebnisses der Tauschaufgaben auch erst später zum Thema ge-

macht. Auch bei der Verwendung der wiederholten Addition als erster Modellvorstellung zur 

Erarbeitung der Multiplikation ist es für die Kinder nicht auf Anhieb ersichtlich, dass sich die 

Multiplikation später als kommutativ herausstellen wird (Fischbein et al., 1985, S. 6). 

 

Arbeitsstrategien der Kinder 

Anghileri (1989) untersuchte das Verhalten von Kindern und ihre Strategien beim Lösen von 

Multiplikationsaufgaben. Die Autorin beobachtete, dass für die Multiplikation immer wieder 

Zählstrategien in irgendeiner Form zum Einsatz kamen. Der Abruf von Ergebnissen («use of 

multiplication facts») zum Lösen von Malaufgaben ist zwar eine effiziente Arbeitsstrategie, 

braucht aber bei vielen Kindern Zeit. Sie wurde vorwiegend von den Kindern verwendet, de-

ren Leistungen in Mathematik über dem Durchschnitt lagen. Die meisten Kinder wendeten 

verschiedene Strategien an, 78% arbeiteten mit mindestens drei verschiedenen Strategien. 
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Spätere Untersuchungen an einer anderen Grundoperation belegten dann, dass unterrichtsbe-

dingte Faktoren einen Einfluss auf die Strategien der Kinder haben können (Anghileri, 1989; 

Anghileri et al., 2002). 

In Mulligan & Mitchelmore (1997) wurden bei einer Untersuchung in Australien ebenfalls 

Arbeitsstrategien der Kinder erfasst. Beschrieben werden sowohl für die Multiplikation als 

auch für die Division die «intuitiven Modelle», welche die Kinder entwickeln und auf die 

verschiedenen Aufgaben anwenden. Die Autoren beschreiben 12 verschiedene Rechenstrate-

gien und drei zentrale intuitive Modelle, welche von den Kindern auf die Multiplikation an-

gewendet werden. Die drei Modelle sind Zählstrategien, wiederholte Addition und multiplika-

tive Operation. Die Entwicklung und Anwendung dieser Strategien durch die Kinder scheint 

komplex zu sein und zu belegen, dass die Lernprozesse nicht linear verlaufen. Die Kinder 

entwickeln während der Lernphase ein sich mit der Zeit ausdehnendes Repertoire an unter-

schiedlichen Modellen. Die Anwendung der Lösungsstrategien hängt dabei u.a. auch davon 

ab, auf welche Art eine Aufgabe semantisch präsentiert wird. Die Darstellung beeinflusst die 

Bearbeitung, denn die Bearbeitung bei (mathematisch) äquivalenten Aufgaben war unter-

schiedlich, wenn diese anders präsentiert wurden. Die Wahl der Arbeitsstrategie durch die 

Kinder erfolgt also nicht in konsistenter Art und Weise, sie ist aber einer Entwicklung unter-

worfen und macht Fortschritte. Die Autoren beobachteten eine Entwicklung und Ausdehnung 

des Strategierepertoires über die Zeit bei beiden Operationen zweiter Stufe. Auch in dieser 

Studie wurde festgestellt, dass Abrufstrategien bei leistungsstarken Kindern verbreiteter sind 

als bei leistungsschwächeren. 

Sherin & Fuson (2005) haben Rechenstrategien der Kinder für einstellige Multiplikationsauf-

gaben eingeteilt und zueinander in Verbindung gebracht. Der Studie lagen 230 Interviews mit 

Kindern in der dritten Schulklasse zugrunde. Die Autoren halten mit Verweis auf verschiede-

ne Vorarbeiten fest, dass sich beim Bemühen um solche Einteilungen eine grosse Unter-

schiedlichkeit ergeben hatte. Auch unterlagen die Rechenstrategien der Kinder verschiedenen 

Variabilitäten. Die Rechenstrategien der Kinder waren zum Beispiel abhängig vom Kontext, 

in dem Aufgaben gestellt wurden. Sie waren aber auch abhängig vom Unterricht und verän-

derten sich somit über die Zeit. Auch wurden sie von der Wahl der Zahlenwerte beeinflusst, 

die für die jeweiligen Aufgabenstellungen verwendet wurden. Die Autoren kommen zum 

Schluss, dass «zahlenspezifische» Rechenressourcen («number-specific computational re-

sources») für die Veränderung der Rechenstrategien ausschlaggebend sind. Als Fazit ihrer 

Einteilung und Analyse schlagen sie vor zu prüfen, ob die Multiplikation und die Division 

nicht auch gleichzeitig im schulischen Unterricht behandelt werden könnten. 

 

Didaktischer Nutzen der Multiplikation für andere Themenkreise 

Die Multiplikation bildet natürlicherweise die Grundlage für das Verstehen der Division, wel-

che die schwierigste der vier Grundoperationen darstellt. Im Lehrplan geht daher die Einfüh-

rung und Behandlung der Multiplikation der Division voraus. 
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Darüber hinaus wird der Multiplikation aber auch Bedeutung zugeschrieben bei anderen Ver-

stehens-Prozessen, so z.B. beim Verstehen der Proportionalität oder auch beim algebraischen 

Denken (Hurst & Hurrel, 2016).  

Das multiplikative Denken wird in der Literatur beschrieben als kritischer Moment im Lern-

prozess der Kinder bei ihrer Entwicklung von Verständnis im Fach Mathematik (Hurst, 2015). 

Der Autor zählt das multiplikative Denken zu den «big ideas» der Mathematik. 

In Hino & Kato (2019) wird mit Untersuchungen in Japan nachgewiesen, dass das Multiplika-

tionsverständnis bzw. das Verstehen der Multiplikation («children’s understanding of mathe-

matics») einher geht mit besserem proportionalen Argumentieren («proportional reasoning»). 

Die Autoren beschreiben Unterrichtsstrategien, die beim Aufbau des Multiplikationsverständ-

nisses hilfreich sind. Strukturelle Veränderungen von Malaufgaben sowie Reflexion über die 

getätigten Veränderungen spielen dabei eine wesentliche Rolle. Die Nützlichkeit und die Vor-

teile dieses vertieften Verständnisses bei den Kindern ziehen sich dann durch verschiedene 

Themen der späteren Schulmathematik. 
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3.2 Befunde zum «Operationsverständnis» 

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse bisheriger Untersuchungen wiedergegeben. Es zeigt 

sich insbesondere auch, dass die bisherigen Ergebnisse mehrheitlich aus Forschungsarbeit mit 

Hilfe von Interviews stammen. Quantitative Untersuchungen sind bisher verhältnismässig 

selten durchgeführt worden. 

 

3.2.1 Untersuchungen unter Verwendung von Interviews 

Wie bereits dargelegt wird in der Literatur häufig die Fähigkeit der Kinder zum Transfer zwi-

schen verschiedenen Darstellungsarten für die Einschätzung bzw. als Indiz für die Ausprä-

gung ihres Operationsverständnisses herangezogen. Diese Fähigkeit erlaubt eine empirische 

Erfassung des Konstrukts Operationsverständnis und eine für Forschungszwecke notwendige 

Operationalisierung.  

In den meisten Fällen erfolgten entsprechende Untersuchungen bisher unter Anwendung qua-

litativer Methoden. Typischerweise werden mit Hilfe von ausführlich dokumentierten Inter-

views mit Kindern deren Leistungen, Aussagen und Gedanken beim Transfer zwischen Dar-

stellungen beschrieben (Bönig, 1995; Schäfer, 2005; Kuhnke, 2013; Burtscher, 2019). Solche 

Interviews zeigen auf, wie der Darstellungswechsel mit der individuellen Gedankenwelt des 

jeweiligen Kindes eng zusammenhängt und von dieser mitgeprägt wird.  

In den vielfältigen und zahlreich vorliegenden Interviews mit den Kindern kommen auch die 

zum Teil grossen und erstaunlichen Schwierigkeiten der Kinder beim Transfer zwischen Dar-

stellungen ans Licht. Obwohl gemäss schweizerischen und deutschen Lehr- und Bildungsplä-

nen Kinder zum Ende des zweiten Schuljahrs über ein gesichertes Operationsverständnis ver-

fügen sollten, zeigen empirische Studien, dass viele Kinder Rechenterme nicht mit Handlun-

gen, Bildern oder Sachsituationen verknüpfen können (Bönig, 1995; Schäfer, 2005; Burk-

hardt, 2008; Royar, 2013). So konnte gezeigt werden, dass es im dritten Schuljahr ungefähr 

einem Drittel der Kinder Schwierigkeiten bereitet, wenn sie die Bedeutung einer Grundre-

chenart anhand einer Handlung bzw. mit Hilfe von Wendeplättchen erklären sollen (Royar, 

2013). Dieses Resultat stimmt mit den Feststellungen in Burkhardt (2008) überein. Es wurde 

auch berichtet, dass rechenschwache Kinder Zahlenoperationen in Ziffernschreibweise nicht 

mit sachgerechten Vorstellungen von Mengen assoziieren können und umgekehrt nicht in der 

Lage sind, einfache Mengenoperationen durch Ziffern und Rechenzeichen auszudrücken (Fo-

cke, 2004).  

Aufgrund der Erkenntnisse aus solchen Interviews und Untersuchungen des Lernverhaltens 

von Kindern wird auch vor einer vorschnellen Einschätzung bzw. Beurteilung des Operati-

onsverständnisses als «richtig» oder «falsch» gewarnt. Auch eine Einteilung des Vorgehens 

der Kinder in «gelungenen» und «nicht gelungenen» Darstellungswechsel ist problematisch 

(Kuhnke, 2013; Freesemann, 2014). Es werden vorsichtigere Formulierungen vorgeschlagen 

oder eine abgestufte Beurteilung, z.B. als «ausreichendes», «unsicheres» bzw. «problemati-

sches» Operationsverständnis, wie in Schäfer (2005, S. 205) verwendet, oder aber das Vorge-



61 

hen der Kinder beim Darstellungswechsel eingehend untersucht und beschrieben (Kuhnke, 

2013). 

In Kuhnke (2013) wird für die Multiplikation anhand einer Analyse von 15 Einzelinterviews 

der Prozess des Darstellungswechsels analysiert. In der Arbeit wird darauf hingewiesen, dass 

diese prozessorientierte Perspektive auf die Vorgehensweise der Kinder bisher selten einge-

nommen wurde. Der Darstellungswechsel erwies sich als komplexes Gefüge und war geprägt 

von einem stetigen Wechselspiel zwischen Deutungen und Verbindungsherstellungen zwi-

schen verschiedenen Deutungen. Bei dieser Untersuchung zeigte sich, dass der Fokus der 

Kinder auf den einzelnen Faktoren (den Einzelelementen), dem Ergebnis oder auf der Relati-

on der Faktoren liegen kann. Bei einem Fokus auf die einzelnen Faktoren nennen die Kinder 

Darstellungen als zueinander passend, wenn sie die beiden Zahlenwerte der Faktoren (z.B. in 

einem Bild) wiedererkennen. Liegt der Fokus auf dem Ergebnis, so nennen die Kinder ein 

Bild als zum Term passend, wenn das Ergebnis der Multiplikation im Bild als Zahlenwert 

ersichtlich ist. Bei einem Fokus auf die Relation wird die «relationale Information abgegli-

chen», d.h. die Kinder achten auch auf die Relation, in der die einzelnen Elemente zueinan-

derstehen. Dieser Fokus der Kinder kann sich entwickeln und durch Beschulung bzw. durch 

Unterrichtsinterventionen verändern. Auch in dieser Arbeit wird angesichts der Beobachtun-

gen davor gewarnt, einen Darstellungswechsel vorschnell als «gelungen» oder «nicht gelun-

gen» einzuschätzen. Für die Einschätzung von Operationsverständnis ist es nicht ausreichend, 

einzelne Darstellungswechsel zu beobachten. Notwendig ist es, verschiedene Darstellungs-

wechsel zu analysieren und bei dieser Analyse auch auf den Prozess zu achten (Kuhnke, 

2013, S. 263 ff.) . 

Die Beobachtungen und die Erkenntnisse aus solchen Interviews erklären auch, weshalb in 

diesem Themengebiet hauptsächlich mit qualitativen Studien gearbeitet wird und eher wenige 

quantitative Forschungsmethoden zur Anwendung kommen. Viele Beobachtungen und Denk-

vorgänge der Kinder sind komplex und schwer vorherzusehen. Die Denkvorgänge der Kinder 

mögen unerwartet, aber durchaus korrekt sein. Diese Komplexität der Untersuchungen er-

schwert eine Einteilung der Kinderleistungen in «richtig» und «falsch» und dementsprechend 

auch eine für quantitative Zwecke wünschenswerte Codierung in 1 und 0.  

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit kann solchen Forderungen nach eingehender Analyse der 

Gedankengänge des einzelnen Kindes aufgrund der Anzahl Kinder und der damit verbunde-

nen Testökonomie nicht immer nachgekommen werden. Trotzdem konnten mit dieser Arbeit 

interessante Informationen gewonnen werden, welche die mehrheitlich qualitativen Arbeiten 

im Bereich des Operationsverständnisses auf sinnvolle Art und Weise ergänzen. 
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3.2.2 Interventionsstudien und quantitative Untersuchungen 

Einige Interventionsstudien behandelten in den vergangenen Jahren das Operationsverständ-

nis, allerdings sind derartige Studien nur in geringer Anzahl vorhanden (Freesemann, 2014; J. 

Walter et al., 2001).  

Unter den vorliegenden Interventionsstudien gibt es solche mit einer geringen Schülerzahl (J. 

Walter et al., 2001) und auch einige, in denen das Operationsverständnis nicht die zentrale 

Rolle einnahm, sondern neben verschiedenen andern Themen untersucht wurde (Freesemann, 

2014; Pfister, 2016, S. 96 f.; Pfister et al., 2015). In Freesemann (2014) zeigten sich nur ge-

ringe Effekte der Interventionen bzw. nur in den ausdrücklich geförderten Themengebieten, 

nicht aber bei der Rechenleistung der Kinder. Die Ergebnisse sind also bisher uneinheitlich 

und ergänzungsbedürftig. Ein wichtiger Aspekt für die Wirksamkeit allfälliger Interventionen 

scheint gemäss heutigem Forschungsstand die Zeitdauer des Einsatzes der jeweiligen Inter-

ventionen zu sein (Focke, 2004, S. 240; Slavin, 2008; Freesemann, 2014; Wittich, 2017). Dies 

ist ein Aspekt, der in der geplanten Arbeit Beachtung finden wird. 

Im Übrigen zeigen Hasemann & Stern (2002) mit einer Interventionsstudie in der 2. Klasse, 

dass abstrakte Trainingsprogramme gerade für schwache Kinder auf dieser Stufe vorteilhaft 

sein können. 

In Lamprecht (2017) wurde eine Interventionsstudie zum Multiplikationsverständnis mit 18 

Klassen und ca. 340 Kindern angekündigt. Von den Ergebnissen dieser Studie wurde in 

Lamprecht (2020) berichtet. In der Arbeit wurden die Wirkungen eines Unterrichts-Settings 

mit Einzelförderung (Setting A; n=8) für einzelne Kinder mit Förderbedarf verglichen mit 

einem Unterrichts-Setting im Klassenverband (Setting B; n=124) und mit einer Kontrollgrup-

pe (Setting C; n=108). Es wurden sowohl quantitative als auch qualitative Untersuchungen 

vorgenommen. In der quantitativen Analyse wurden die Lernentwicklungen der Kinder in den 

drei Bereichen «Angemessenheit», «Grundvorstellungen» und «Ergebnisrichtigkeit» unter-

sucht. Die Messungen erfolgten zu drei Messzeitpunkten um auch Langzeiteffekte zu erfas-

sen. Es zeigten sich sowohl bei der «Angemessenheit» als auch bei den «Grundvorstellungen» 

und der «Ergebnisrichtigkeit» signifikante positive Effekte der Förderung im Setting A. Diese 

Effekte zeigten sich sowohl nach der Intervention als auch als Langzeit-Effekte beim dritten 

Messzeitpunkt. Bei den Kindern mit Förderbedarf im Setting B zeigte sich ein zusätzlicher 

signifikanter positiver Effekt bei der «Angemessenheit» gleich nach der Intervention. 

In Schulz et al. (2019) wird ein Kompetenzmodell mit 4 Stufen («levels») für die Fähigkeiten 

der Kinder beschrieben und verwendet. Die verschiedenen Stufen unterscheiden sich in den 

Grundrechenarten, die von den Kindern beherrscht werden müssen, sowie in der Vielfalt der 

Grundvorstellungen, welche die Kinder zur Verfügung haben müssen. Verschiedene Items 

und ihr Schwierigkeitsgrad, der mit Logit-Werten im Rasch-Modell erfasst wird, belegen die 

Validität des vierstufigen Kompetenzmodells. 

Als adäquate Lernaktivität wird wie in der vorliegenden Arbeit auch das Einüben des Darstel-

lungswechsels dargelegt (Schulz et al., 2019, S. 9). Des Weiteren wird darauf hingewiesen, 

dass für Kinder mit einem tiefen Kompetenzlevel Signalwörter entscheidend sein können für 

ihre Fähigkeit, die entsprechenden Items korrekt zu lösen, was natürlich für ein tieferes Ver-
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ständnis der Inhalte nicht der erwünschte Zustand des Lernenden darstellt. In der Arbeit wird 

auf quantitative Art und Weise die Erkenntnis belegt, dass die Division die schwierigste der 

vier Grundrechenarten darstellt. 

In Venkat & Mathews (2019) wird eine Interventionsstudie beschrieben, die im Jahr 2017 in 

Südafrika in Schulklassen des 7. Jahrgangs durchgeführt wurde, und die zum Ziel hatte, den 

Lernfortschritt beim «Multiplicative Reasoning (MR)» auszuwerten. Die Studie umfasst 

mehrheitlich Kinder mit schwächeren Leistungen in Mathematik, was durch die Auswahl der 

Schulen und Klassen bewusst so gewählt war. Nebst multiplikativen Aufgaben waren auch 

Aufgaben zur Division Teil des Tests und der Förderung in den Interventionsklassen. Die 

Interventionen waren von verhältnismässig kurzer Dauer und umfassten 4 Lektionen; der zeit-

liche Abstand zwischen pre- und post-Test betrug 6 Wochen. Die Interventionen fanden in 

einem Setting mit Ähnlichkeiten zum kooperativen Setting statt, insbesondere wurden Einzel- 

und Paararbeitsphasen am Interventionsmaterial verwendet. Es wurden Fortschritte bei den 

Leistungen der Kinder im Bereich des multiplikativen «Reasonings» (Begründens) festge-

stellt. Die Interventionen führten dazu, dass die Kinder besser Modelle entwerfen und diese 

sinnvoller beschreiben und verwenden konnten. Die Autoren kommentieren entsprechend 

kritisch die Rahmenbedingungen der Lehrpläne in Südafrika, welche hohen Wert auf Rechen-

leistungen («fluent calculation») legen, z.B. bei der Division vierstelliger Dividenden durch 

dreistellige Divisoren. Diese Art von Lehrplänen trägt die Gefahr in sich, dass das Argumen-

tieren, Modellieren und eigentliche Verstehen der Kinder zu Gunsten von Rechenkünsten 

vernachlässigt wird. Die Absicht der Autoren ist es nun, zu prüfen, ob sich mit noch kürzeren 

Interventionen ebenfalls Erfolge erzielen lassen. 

In Stöckli (2019, S. 51 ff.) wird von verschiedenen Interventionsstudien zur Förderung der 

arithmetischen Kompetenzen sowohl in der Unter- als auch in der Mittelstufe berichtet. 

Zum Teil wurde im Rahmen von Interventionsstudien auch beobachtet, dass der Effekt einer 

Förderung sich erst langfristig zeigt. In Pfister et al. (Pfister et al., 2015) konnte gleich nach 

den Interventionen noch keine Wirkung nachgewiesen werden kann, mit zeitlicher Verzöge-

rung zeigte sich dann aber doch eine solche. Auch wurde darauf hingewiesen, dass der Unter-

richt in inklusiven Klassen komplex sei und daher noch viel Entwicklungs- und Forschungs-

arbeit benötigt werde (Pfister et al., 2015, S. 65). 
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3.3 Förderung von Operationsverständnis in unterschiedlichen Settings 

In diesem Kapitel werden zuerst unterschiedliche Formen der Förderung von Operationsver-

ständnis behandelt. Im Anschluss daran werden spezifische Aspekte wie z.B. die Sprachsen-

sibilität (in Kapitel 3.3.3) oder auch der Einsatz von Material (in Kapitel 3.3.4) besprochen. 

 

3.3.1 Behandlung im regulären Unterricht 

Alle Kinder sollten im Laufe ihrer Schulzeit Verständnis für die vier Grundoperationen ent-

wickeln. Der Umgang mit den Grundoperationen wird im Laufe ihres Lebens in vielerlei Zu-

sammenhängen immer wieder von Bedeutung sein. Lücken im Verständnis der Grundoperati-

onen können (wie in Kapitel 3.1 beschrieben) zu gravierenden Folgen in der späteren schuli-

schen Laufbahn, aber auch im späteren Leben führen. 

Aus diesem Grund werden die Grundoperationen auch im regulären Unterricht behandelt und 

sind in allen Schulbüchern der ersten drei Primarschuljahre prominent vertreten (Brandenberg 

et al., 2013, 2015; Buschmeier et al., 2017, S. 64 ff.; Hess, 2018; Wittmann, 2011; Wittmann 

& Müller, 2008). Am Operationsverständnis wird selbstverständlich ebenfalls im regulären 

Schulunterricht gearbeitet. Die Intensität der Behandlung dieses Themas kann aber unter-

schiedlich sein und auch das Bewusstsein der Lehrperson für dessen Wichtigkeit ist unter-

schiedlich stark ausgeprägt. Dies wurde beobachtet, obwohl die Thematik im Lehramtsstudi-

um und in der Ausbildung zur Primarschullehrperson an den pädagogischen Hochschulen in 

der Schweiz und auch in Deutschland eingehend behandelt wird (Baireuther, 1999; Gerster, 

1994). 

Gemäss dem Vorschlag der jeweiligen Lehrmittel zur Planung des Unterrichtsjahrs kommt 

der Arbeit am Operationsverständnis (bzw. dem Aufbau von Grundvorstellungen) für die je-

weilige Operation beachtliche Zeit zu (Brandenberg et al., 2013, 2015; Wittmann, 2011; 

Wittmann & Müller, 2008; Hess, 2018). Die Operationen werden einzeln eingeführt und der 

Darstellungswechsel wird anhand verschiedener Darstellungsarten geübt. Allerdings lässt sich 

anhand der Jahresplanung des Lehrmittels nicht exakt eruieren, wie viel Unterrichtszeit dann 

effektiv in diese Thematik investiert wird. Auch ist nicht ersichtlich, in welchem Ausmass der 

Unterricht erfolgreich war, d.h. wie viele der unterrichteten Kinder in dieser Zeitspanne ein 

ausreichendes Operationsverständnis (bzw. tragfähige Grundvorstellungen zu den jeweiligen 

Operationen) aufbauen konnten.  

Eine Übersicht zum Einfluss unterrichtlicher Aspekte bei der Ausbildung bzw. Behebung 

mathematischer Lernstörungen ist u.a. in Moser Opitz (2013, S. 32 ff.) zu finden. 

Verschiedene Studien weisen auch nach, dass Lücken im Verständnis für die Grundoperatio-

nen noch lange Jahre nach Ersteinführung im Unterricht auftreten können (Radatz, 1991; Ja-

cobs & Petermann, 2003; Weinhold Zulauf et al., 2003; Moser Opitz, 2005; Schipper, 2005; 

Ise et al., 2012).  
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3.3.2 Spezifische Förderung des Operationsverständnisses 

Es erfolgt in diesem Kapitel eine Unterscheidung zwischen der individuellen Förderung ein-

zelner Kinder und der Förderung der Kinder im Klassenplenum. Zusätzlich vertieft wird das 

kooperative Setting als eine mögliche Art der Förderung im Klassenplenum. 

 

Einzelförderung 

Es besteht in der didaktischen Literatur eine starke Übereinstimmung in der These, dass re-

chenschwache Kinder möglichst frühzeitig zu fördern sind. Eine erfolgversprechende Förde-

rung sollte nach erfolgter Diagnose stattfinden. Sie sollte mit dem betroffenen Kind einzeln 

durchgeführt werden, spezifisch auf das betroffene Kind zugeschnitten sein und bezogen auf 

die jeweilige Problematik zielgerichtet ablaufen (Gerster & Schultz, 2004; Kretschmann, 

2006; Lorenz, 2008, S. 98 f.; Schäfer, 2005; Fritz et al., 2018; Gaidoschik, 2015a).  

Eine solche Einzelförderung sollte möglichst bald erfolgen, wenn sich Lücken im Verständnis 

des Kindes zeigen, die eine solche Förderung im Einzelsetting nahelegen. Ein frühzeitiges 

Erkennen der Schwächen und der Verständnislücken eines Kindes dient dazu, angemessene 

Massnahmen frühzeitig einzuleiten und die Entstehung umfangreicherer Verständnislücken zu 

verhindern. Insbesondere empfiehlt sich eine frühzeitige Überprüfung des Zahlverständnisses 

bei den Kindern (Gaidoschik, 2015a). Bleiben wesentliche Verständnislücken unerkannt, so 

droht sich die Problematik im Laufe der Schulzeit zu verschärfen. 

Die Diagnose der jeweiligen Schwierigkeiten des einzelnen Kindes ist deshalb wichtig, weil 

die Schwierigkeiten bei verschiedenen Kindern sehr unterschiedlich gelagert sein können. Die 

«Hürden, die Kinder beim Erlernen des Rechnens überwinden müssen», sind zahlreich (Gai-

doschik, 2015b, S. 25). Als Folge dieser Situation werden für eine zielgerichtete Förderung 

sehr unterschiedliche Behandlungsansätze notwendig.  

Die Einzelförderung wird deshalb empfohlen, weil nur in diesem Setting das Kind entspre-

chend begleitet und der Lernfortschritt durch die Betreuungsperson präzise mitverfolgt wer-

den kann (Bräuning & Schülke, 2010). In der Literatur wird bezogen auf den Gesamtunter-

richt z.T. lediglich auf die Wichtigkeit einer «differenzierten Analyse des Lernstands» ver-

wiesen (Schäfer, 2005, S. 264), die eigentliche Förderung sollte dann aber in der Einzelarbeit 

mit dem Kind erfolgen (Gaidoschik, 2015a). In einzelnen Arbeiten wird auch argumentiert, 

Förderung sei ohne die persönliche Interaktion zwischen Kind und Förderperson undenkbar 

(Schipper, 2002). 

Materialien zur Einzelförderung enthalten aus obigen Gründen darum häufig Instrumente zur 

Diagnose. Diese Instrumente werden ergänzt durch Unterrichts- bzw. Fördermaterial zur an-

schliessenden zielgerichteten Arbeit mit dem Kind oder durch das Kind (Scherer, 2004; Lo-

renz, 2008; Lorenz & Radatz, 2008; Selter & Akinwunmi, 2014; Freesemann & Breucker, 

2014; Scherer, 2016; Gaidoschik, 2016a). Auch Fördermaterial, welches dem Aufbau von 

Grundvorstellungen für die arithmetischen Operationen dient, ist diesem Material zuzurech-

nen. In einigen dieser Arbeiten wird die Bedeutung des «verdeckten» Einsatzes von Material 
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zum Aufbau von Vorstellungen durch die Kinder besonders betont (Wartha, 2010; Wartha & 

Schulz, 2013; Gaidoschik, 2016a; Rottmann, 2018). 

 

Unterrichtsintegrierte Förderung 

Die Praxis der Einzelförderung findet allgemeine Anerkennung, führt aber auch dazu, dass bis 

heute kaum Antworten auf die Frage vorliegen, welche Aspekte des Unterrichts im Klassen-

verband die Entwicklung des Operationsverständnisses begünstigen oder hemmen.  

Für die Anreicherung des Unterrichts im Klassenverband stehen ebenfalls bereits Materialien 

zur Verfügung (Kuhnke, 2012). Solche Unterlagen können die jeweils verwendeten Lehrmit-

tel ergänzen und auch das Bewusstsein der Lehrpersonen für die Thematik schärfen. Einige 

Schulbücher enthalten auch Material, welches zur Förderung des Operationsverständnisses 

genutzt werden kann. In der Unterrichtspraxis kann so – gegebenenfalls durch den Einbezug 

eines zweiten Lehrmittels − durch die Lehrperson ergänzendes Material zum Einsatz gebracht 

werden. In der Schweiz eignen sich dafür natürlich insbesondere die gängigen Lehrmittel 

(Wittmann & Müller, 2008; Brandenberg et al., 2013; Hess, 2018). 

Zu beachten ist bei der unterrichtsintegrierten Behandlung des Operationsverständnisses, dass 

das grundlegende Verständnis, dessen Entwicklung einigen Kindern Mühe bereitet, für die 

Mehrheit der Kinder aber keine sehr hohe Hürde darstellt. Bei der eingehenden und über län-

gere Zeit andauernden Behandlung der Thematik im Klassenverband, z.B. durch intensives 

Üben des Darstellungswechsels, besteht somit auch die Gefahr, dass stärkere Kinder nicht 

ausreichend gefordert werden. Um dies zu vermeiden, ist eine geschickte Planung der unter-

richtsintegrierten Behandlung des Themas notwendig. Der Unterricht muss so gestaltet sein, 

dass auch stärkeren Kindern eine für sie interessante Tätigkeit zukommt und sich diese nicht 

langweilen. Im Folgenden wird mit dem kooperativen Setting (siehe auch Kapitel 4.3.2) ein 

solcher Ansatz zur Unterrichtsgestaltung besprochen. 

Die unterrichtsintegrierte Förderung unterscheidet sich also deutlich von der mehrheitlich 

empfohlenen Einzelförderung, auch wenn sie ähnliche Ziele verfolgt. Als einer der Vorteile 

der unterrichtsintegrierten Förderung kann angeführt werden, dass sie innerhalb des staatlich 

organisierten Unterrichts stattfindet. Dies wird von Autoren begrüsst, welche die Auslagerung 

der Förderarbeit an ausserschulische, auf kommerzieller Basis agierende «lerntherapeutische 

Zentren» kritisieren (Schipper, 2002). Gelingt eine solche unterrichtsintegrierte Behandlung 

einer kritischen Thematik, so tut sie dies auch, ohne dass rechenschwache Kinder identifiziert 

werden müssen, was zudem dem Selbstvertrauen der betroffenen Kinder dienen könnte. Dies 

erklärt die mancherorts formulierte Forderung, integrative Unterrichtsformen müssten weiter-

entwickelt werden und gezielte Förderung habe grundsätzlich im Rahmen des regulären Un-

terrichts stattzufinden (Pfister, 2016). 

Für eine solche Förderung werden u.a. auch passende Lernumgebungen empfohlen. Häsel-

Weide (2016) legt dar, dass Kinder für den Aufbau des Multiplikationsverständnisses Bezie-

hungen zwischen Zahlen verstehen müssen, zwischen unterschiedlichen Darstellungen über-

setzen können sowie Vorstellungen darüber aufbauen sollten, wie mit zusammengesetzten 
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Einheiten umzugehen sei. Die Autorin präsentiert in dieser Arbeit auch Unterrichtsvorschläge 

und illustriert solche am Beispiel «Punktefelder deuten». In diesen Unterrichtsvorschlägen 

arbeiten die Kinder kooperativ und mit einem hohen Anteil an Kommunikation untereinander. 

Die Bedeutung der Kommunikation für die Lernprozesse im Fach Mathematik wird in der 

Literatur vielfach genannt. Brandt (2019, S. 9 ff.) bietet eine Übersicht über die Literatur zu 

diesem Aspekt des Lernens. 

 

3.3.3 Sprachsensibilität der Förderung und Bedeutung der Sprache in der Mathematik 

Die Verwendung von Sprache und die Bedeutung der Sprache bei Lernprozessen in der Ma-

thematik wurden bereits in vielen Studien untersucht. Dabei wurde mehrfach belegt, dass die 

Bedeutung der Sprache für den Mathematikunterricht weit über die Fähigkeit der Lesekompe-

tenz hinaus geht (Dörfler, 1988; Schipper, 2002; Götze, 2007; Nührenbörger, 2009; Gai-

doschik, 2010, S. 75; Morgan et al., 2014; Prediger et al., 2015; Götze, 2015; Prediger & Göt-

ze, 2017; Verboom, 2017; Götze, 2018; Tiedemann, 2018; Langer-Osuna, 2018; Ufer et al., 

2020; Ufer & Bochnik, 2020; Leiss & Plath, 2020).  

In diesem Kapitel werden nun einige Studienergebnisse beleuchtet, die für die Ausgestaltung 

dieser Arbeit von besonderer Bedeutung sein werden. Den sprachlichen Aspekten der Förde-

rung wurde in den Fördereinheiten, die für diese Arbeit entwickelt wurden, hohe Bedeutung 

beigemessen. Immer wieder wurde in den Einstiegs- und Reflexionsphasen des Unterrichts in 

den Interventionsklassen das gemeinsame Vorgehen mit den Kindern besprochen und entwe-

der durch die Lehrperson oder aber durch die Kinder selber verbalisiert.  

Die Wichtigkeit einer solchen sprachlichen Begleitung wird in der Literatur verschiedentlich 

betont. Tiedemann (2020) untersuchte z.B. die Verwendung von Sprache durch Kinder auf 

der Grundschulstufe zum Beschreiben von Handlungen bzw. Materialhandlungen. In der Stu-

die wird nachgewiesen, dass es nicht das eine Beschreiben gibt, sondern verschiedene Prakti-

ken des Beschreibens vorkommen. Schwarzkopf (2019) legt dar, dass kollektives Argumen-

tieren notwendig sei, um substantielle mathematische Lernprozesse gelingen zu lassen. Unter 

kollektivem Argumentieren wird dabei ein Diskurs verstanden, der von Begründen und Ver-

stehen, aber auch von strittiger Auseinandersetzung geprägt ist. Die durch die Lehrperson 

angeregte Diskussion bzw. Auseinandersetzung soll dabei nicht zur Schwäche, sondern zur 

Stärke des Mathematikunterrichts werden. Dies insbesondere dann, wenn sich die Klasse ar-

gumentativ mit dem Unterrichtsstoff auseinandersetzt. Weitere Autoren verweisen auf die 

Wichtigkeit des «Kommunizierens» über die wahrgenommenen Strukturen oder über das 

verwendete Material bzw. über den Vorgang des «Argumentierens» durch die Kinder (Fetzer, 

2015; Tiedemann, 2017; Benz, 2018). Auch das «Begründen» wird in der Literatur als ein 

Vorgang von grundlegender Bedeutung für jegliches mathematische Tun angesehen 

(Käpnick, 2014). 

Manche Autoren betonen auch die Wichtigkeit der Sprache gerade bei der Arbeit am Operati-

onsverständnis bzw. bei der Arbeit mit Darstellungswechseln. Duval (2006) betont, dass Un-

terricht in Mathematik durch den Einsatz von Sprache immer einem Arbeiten in mehreren 
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Darstellungsarten gleichkommt. In der Mathematik wird meist mit der mathematischen Sym-

bolik und zugleich auch mit sprachlicher Begleitung gearbeitet. Durch sie kommt immer eine 

weitere Darstellungsart ins Spiel und der Unterricht wird durch den Einsatz der Sprache in 

natürlicher Weise zum Wechselspiel zwischen verschiedenen Darstellungen (Duval, 2006, S. 

125).  

Kuhnke (2013) kam bei einer Interviewstudie am Darstellungswechsel bei der Multiplikation 

zum Schluss, die Thematik eigne sich besonders für Gespräche mit, aber auch zwischen Kin-

dern. In Royar (2013, S. 120 f.) wird ein angemessener und verständlicher Gebrauch von 

Sprache als Indiz für Operationsverständnis vorgeschlagen. 

In der hier vorliegenden Arbeit kommt im Hinblick auf die Sprachlichkeit in den Interventio-

nen (Fördereinheiten) besonders der behutsamen Einführung und Behandlung der sprachli-

chen Kurzform «mal» hohe Bedeutung zu (Gaidoschik, 2015a, S. 106 ff.). Darüber hinaus 

werden die Kinder im Rahmen der Fördereinheiten immer wieder eingeladen, ihre Arbeiten 

zu besprechen und ihr jeweiliges Vorgehen zu begründen. Das für diese Studie gewählte und 

in den Kapiteln 3.3.2 und 4.3.2 beschriebene «kooperative und kommunikative» Unterrichts-

setting legt hohen Wert auf diesen Aspekt der Förderarbeit.  

 

3.3.4 Einsatz von Material und Anschauungsmitteln für Förderzwecke 

Für die Förderung des Operationsverständnisses zentral sind Illustrationen und der sinnvolle 

Einsatz von Material, z.B. in Form von Bildern und Rechengeschichten (Freesemann, 2014, 

S. 96 ff.). Mit solchem Material wird der Darstellungswechsel mit den Kindern geübt. Dabei 

sind auch verschiedene Modellvorstellungen und Grundvorstellungen zu berücksichtigen 

(Stöckli, 2019, S. 90). 

Trotz dessen Wichtigkeit ist Material aber auch sparsam und gezielt einzusetzen, denn An-

schauungsmaterial stellt insbesondere die rechenschwachen Kinder jeweils auch vor Schwie-

rigkeiten (Lorenz, 2013; Rottmann, 2018, S. 77 ff.). Der Transfer zwischen verschiedenen 

Anschauungsmaterialien stellt für viele Kinder eine Hürde dar. Eine zu grosse Vielfalt an 

Modellen kann die Kinder auch zu zusätzlichen Verständnisschwierigkeiten führen, denn 

Darstellungen und Modelle stellen nicht nur Lernhilfen, sondern auch Lernstoff dar (Gerlach, 

2007; Scherer & Moser Opitz, 2010; Kuhnke, 2013, S. 9 ff.; Dreher, 2013; Wagner & Wörn, 

2013). Auch in Hiebert & Carpenter (1992, S. 70) wurde bereits darauf hingewiesen, dass der 

Einsatz von Materialien im Unterricht zweischneidig sein kann und bereits zu unterschiedli-

chen Ergebnissen geführt hat. Gaidoschik (2015b, S. 34) umschreibt die Schwierigkeit im 

Grundschulunterricht mit «Desorientierung durch Orientierung an zu vielen Darstellungen in 

zu kurzer Zeit». Söbbeke (2005, S. 65) umschreibt dies so, dass Diagramme und Anschau-

ungsmittel nicht selbsterklärend seien, sondern aktiv gedeutet werden müssen. Die Überset-

zungsprozesse zwischen verschiedenen Anschauungsmitteln stellen für die Kinder immer 

auch Anforderungen dar. Diesen Standpunkt nimmt auch Steenpass (2014, S. 12 ff.) ein. Er-

forderlich seien aktive Interpretationsleistungen der Kinder, damit Anschauungsmaterial zur 

Entwicklung von mathematischem Wissen führt. 
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In Acevedo Nistal et al. (2009, S. 628) wird der Darstellungswechsel auch kritisch beleuchtet. 

Darstellungen sollten von den Lernenden verbunden und zueinander in Verbindung gebracht 

werden können. Sofern dies aber nicht gelingt und die einzelnen Darstellungen ohne Zusam-

menhang «isoliert nebeneinander» stehen, erfordert jede weitere Darstellung eine zusätzliche 

Denk- und Gedächtnisleistung. Die Autoren stellen fest, dass der Einsatz multipler Darstel-

lungen auch einen negativen Effekt auf die Mathematikleistung haben kann. 

Mehrdeutigkeiten sind produktiv zu nutzen und die verschiedenen Darstellungsarten im Un-

terricht eingehend zu diskutieren und zu reflektieren. Sonst besteht die Gefahr, dass verschie-

dene Darstellungsarten im Unterricht unverbunden nebeneinander stehen und die Lernenden 

den Darstellungswechseln durch die Lehrperson nicht in ausreichendem Masse folgen können 

(Burkhardt, 2008, S. 31; Dreher, 2013, S. 218 f.).  

Die Fähigkeit, Strukturen in Anschauungsmittel hinein zu deuten, Beziehungen herstellen zu 

können und die Anschauungsmittel flexibel zu deuten, wird in der Literatur als fundamentale 

Voraussetzung für den Umgang mit solchen Materialien beschrieben (Söbbeke, 2005, S. 65).  

Material und dessen Einsatz erfordert – wie bereits in Kapitel 3.3.3 ausgeführt − zusätzlich 

ein angemessenes Sprechen darüber. Dieses Sprechen selbst ist bereits ein Arbeiten in einer 

anderen Darstellungsart, nämlich der Sprache, allerdings ein begleitendes und üblicherweise 

unterstützendes. Die denkerische Last von zu umfangreichem Materialeinsatz sollte aber auch 

darum nicht unterschätzt werden, weil im Unterricht ja immer auch noch der sprachliche As-

pekt dazu kommt. 

Ein gelungener Materialeinsatz kann aber auch der Entlastung dienen, nämlich dann, wenn 

Sprache und Material «aufeinandertreffen» (Tiedemann, 2017, S. 45 ff.). 

Erschwert wird die angemessene Materialwahl dadurch, dass die Lernenden unterschiedliche 

Voraussetzungen, unterschiedliches Vorwissen und unterschiedliche Vorlieben und denkeri-

sche Anknüpfungspunkte in den Unterricht mitbringen. Es wurde schon beobachtet, dass die 

Lernenden mit individuellen Vorlieben ausgestattet seien, die sich auch auf die für sie optima-

le Wahl von Mitteln zur Veranschaulichung auswirken (Acevedo Nistal et al., 2009, S. 632). 

Offensichtlich ist, dass diese Beobachtung Lehrpersonen gerade im unterrichtsintegrierten 

Setting vor grosse Herausforderungen stellt. 

Selbstverständlich ist auch die Nützlichkeit des jeweiligen Materials für didaktische Zwecke 

unterschiedlich einzuschätzen. In der Literatur wird der Materialeinsatz abhängig vom jewei-

ligen Fach und jeweiligen Gebiet innerhalb dieses Fachs einzeln diskutiert. Die Nützlichkeit 

von Graphen zur Illustration von Sachverhalten kann z.B. sehr unterschiedlich sein (Acevedo 

Nistal et al., 2009, S. 630). Genauso kann der Nutzen von Material zur Veranschaulichung des 

Grundverständnisses für die Multiplikation verschieden eingeschätzt werden.  

 

Alltagsbilder und didaktisches Material 

Sowohl die Verwendung von Alltagsbildern als auch die Verwendung von didaktischem Ma-

terial hat für die Förderung der Kinder in der Schule sowohl Vor- als auch Nachteile. Alltags-
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bilder enthalten häufig zusätzliche Distraktoren, welche die Aufmerksamkeit der Kinder auf 

sich ziehen und den didaktischen Wert des Bilds dadurch mindern können. Auf der anderen 

Seite können die Kinder bei Alltagsbildern aber im Optimalfall «an Bekanntes anknüpfen». In 

der Literatur wird der Einsatz der beiden Bildarten unterschiedlich kommentiert. Zum Teil 

wird angenommen, Kinder hätten weniger Mühe mit Alltagsbildern, zum Teil wird dem di-

daktischen Material der Vorzug gegeben (Burkhardt, 2008, S. 32). Die Vorliebe für didakti-

sches Material wird so begründet, dass dieses entlastend wirke und für die Kinder leichter zu 

verarbeiten sei, weil «der lebenswirkliche bildliche Kontext das Konstruieren von Bedeutung 

schwieriger machen» kann (Kuhnke, 2013, S. 268). 

Wie schwierig die richtige Materialwahl bzw. Auswahl von Bildern ist, zeigt auch die Tatsa-

che auf, dass diese Wahl stark vom jeweiligen Themengebiet geprägt ist. Während in einigen 

Themengebieten Diagramme und schematische Bilder zu bevorzugen sind, sieht die bestmög-

liche Wahl in anderen Gebieten der Mathematik wieder anders aus (Thomas, 2008, S. 10). 

Und auch innerhalb eines einzelnen Gebiets sind sich die Autoren – wie oben dargelegt − 

nicht immer einig.  

Zu beachten ist, dass gerade Alltagsbilder auch mit unterschiedlichen Distraktoren beladen 

sein können. Alltagsbilder knüpfen eher an Alltagserfahrungen der Kinder an; dieser Anknüp-

fungspunkt kann aber auch ein anderer sein als derjenige, den sich die Lehrperson für ihre 

didaktischen Bemühungen wünschen würde. 

Die Arbeit mit dem Material sollte aber auf jeden Fall zielgerichtet und auf Strukturierungsak-

tivität der Kinder ausgerichtet sein (Söbbeke, 2005; Steenpass, 2014). 

Auch wenn der Materialeinsatz für didaktische Zwecke rege diskutiert wird, so gibt es doch 

einen Konsens bei der Behandlung der Multiplikation im Unterricht. Die Nützlichkeit von 

Punktefeldern für didaktische Zwecke ist in der Mathematikdidaktik gerade für den Unterricht 

der Multiplikation unumstritten (Barmby et al., 2009; Harries & Barmby, 2007; Wittmann, 

2015, S. 240 f.; Venkat & Mathews, 2019). Dies gilt, obschon die typischen Rechtecks-

Darstellungen zum Teil auch kritisch diskutiert werden (D. Walter & Schulz, 2019, S. 50 f.). 

In Barmby et al. (2009) werden Punktefelder als Arbeitsmittel zwar grundsätzlich empfohlen, 

deren Vor- und Nachteile aber auch diskutiert.  

In dieser Arbeit kommen beide Arten von Bildern und von Material zum Einsatz. Die För-

dereinheiten enthalten hohe Mengen an Alltagsbildern, aber auch verschiedene Übungen mit 

didaktischem Material, so z.B. mit Punktefeldern, Punktebildern und Wendeplättchen. Beson-

ders das Arbeitsmittel der Punktefelder, das vor allem auch für die Multiplikation sinnvoll 

eingesetzt werden kann, wird in den Fördermaterialien intensiv verwendet. Mit ihm lassen 

sich die für das Operationsverständnis wesentlichen Strukturierungen besonders vorteilhaft 

mit den Kindern üben.  
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4 Empirischer Teil 1: Forschungsprojekt und methodisches Vorgehen 

An dieser Stelle wird in Kapitel 4.1 zuerst das gesamte Forschungsprojekt beschrieben, in 

welches die vorliegende Arbeit als Teiluntersuchung eingebettet war. Kapitel 4.2 widmet sich 

dann demjenigen Teil des Forschungsprojekts, welcher den Inhalt dieser Arbeit bildet. 

Es folgt in den Kapiteln 4.3 und 4.4 eine eingehende Beschreibung des für diese Arbeit entwi-

ckelten Materials. In Kapitel 4.5 werden dann die Auswertungsmethoden besprochen, die im 

späteren Verlauf dieser Arbeit eingesetzt werden. 

 

4.1 Einbettung in ein umfassendes Forschungsprojekt 

Das Forschungsprojekt, in welches diese Studie eingebettet war, hat diese Arbeit in verschie-

dener Hinsicht stark geprägt. Aus diesem Grund erfolgt an dieser Stelle eine genaue Be-

schreibung des gesamten Forschungsprojekts. 

 

4.1.1 Beschreibung des Forschungsprojekts 

Das Forschungsprojekt, in dessen Rahmen diese Interventionsstudie durchgeführt und ausge-

wertet wurde, trägt den Namen MALKA («Mathe lernen und kooperieren von Anfang an»). 

Es handelt sich dabei um eine Längsschnittstudie über zwei Schuljahre.  

Im Forschungsprojekt MALKA wurden Kinder während den beiden Schuljahren 2018/2019 

sowie 2019/2020 untersucht. Das Hauptaugenmerk lag dabei auf denjenigen Kindern, die im 

Schuljahr 2018/19 die 1. Klasse und im Anschluss daran im Schuljahr 2019/2020 die 2. Klas-

se besucht haben. Das Forschungsprojekt hatte zum Ziel, die Ablösung vom zählenden Rech-

nen und den Aufbau des Operationsverständnisses zu erforschen.  

Im ersten Schuljahr bildete die Förderung flexibler Rechenstrategien das Hauptthema des For-

schungsprojekts. Die Kinder wurden dabei mittels eigens für das Projekt vorbereiteter För-

dereinheiten unterrichtsintegriert und zum Teil auch in Kleingruppen gefördert. Die Durch-

führung der unterrichtsintegrierten (kooperativen) Fördereinheiten wurde gefilmt und qualita-

tiv ausgewertet (Diener, in Vorbereitung). Zudem wurden einzelne ausgewählte Kinder in 

kleineren Gruppen auch individuell gefördert. Die Durchführung dieser Förderung wurde 

ebenfalls ausgewertet (Hofmann-Villiger, in Vorbereitung). Die Wirkung der verschiedenen 

Förderungen auf den Lernfortschritt der Kinder wurde quantitativ ausgewertet (Leuenberger, 

in Vorbereitung).  

Im zweiten Schuljahr war die Förderung des Multiplikationsverständnisses das Hauptthema 

des Forschungsprojekts. Diese Förderung und vor allem auch die Auswertung ihrer Wirksam-

keit bilden den Inhalt der vorliegenden Arbeit. Dieser Teil des Forschungsprojekts wird in 

Kapitel 4.2 beschrieben. 

In beiden Schuljahren dienten verschiedene Schulklassen als Kontrollgruppe. In den Klassen 

der Kontrollgruppe wurde keine mathematische Förderung vorgenommen. Dafür aber wurden 
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in der Kontrollgruppe soziale Interventionen zur Förderung der Interaktionen zwischen Kin-

dern vorgenommen und die Intensität der Freundschaften in der Klasse mit der Dichte der 

jeweiligen Klassennetzwerke erfasst (Nesme, in Vorbereitung). 

Das Forschungsprojekt MALKA umfasste insgesamt drei leitende Professorinnen, eine Pro-

fessorin mit Habilitationsprojekt, eine leitende Doktorandin sowie fünf weitere Doktorandin-

nen und Doktoranden und verschiedene studentische Hilfskräfte, die mehrheitlich am Institut 

für Erziehungswissenschaften der Universität Zürich tätig waren. Zwei Masterstudierende 

haben ihre Masterarbeit zu Themen aus dem Forschungsprojekt MALKA geschrieben (Gloor, 

2018; Strasser, 2020).  

Die involvierten Hochschulen waren die Universität Zürich, die Pädagogische Hochschule St. 

Gallen, die Pädagogische Hochschule der FHNW in Muttenz, die Hochschule für Heilpäda-

gogik HfH in Zürich sowie die Pädagogische Hochschule PHZH in Zürich.  

Das Forschungsprojekt MALKA war ein Nachwuchsförderungsprojekt im Bereich der Fach-

didaktiken und wurde finanziert von der staatlichen Institution swissuniversities sowie von 

den beteiligten Hochschulen. 

 

Design des Projekts MALKA 

Im Forschungsprojekt MALKA wurden zu vier verschiedenen Zeitpunkten Kompetenzerfas-

sungen vorgenommen. Die vier Testzeitpunkte dieser Kompetenzerfassung werden im Fol-

genden mit T1, T2, T3 und T4 abgekürzt. Eine Übersicht über die verschiedenen Kompeten-

zen, die zu diesen Zeitpunkten erfasst wurden, findet sich in Kapitel 4.1.3. 

Zwischen den Kompetenzerfassungen wurden die Kinder auf unterschiedliche Art und Weise 

unterrichtet und gefördert. Die Schulklassen, die sich am Forschungsprojekt beteiligt haben, 

wurden dafür in vier Gruppen (I, II, III und IV) eingeteilt.  

Im ersten Schuljahr (2018/19) wurden die Kinder in den Klassen der Gruppen I, II und III auf 

unterschiedliche Art und Weise im Fach Mathematik gefördert. In sämtlichen Klassen der 

Gruppe I wurden im Laufe des Schuljahrs kooperative Fördereinheiten eingesetzt, in den 

Klassen der Gruppe II wurden einzelne Kinder individuell gefördert und in der Gruppe III 

fanden beide Formen der Förderung (kooperative & individuelle) Anwendung. Die Klassen in 

der Gruppe IV dienten dabei − mit Bezug auf die mathematischen Fähigkeiten − als Kontroll-

gruppe. In der Gruppe IV kam eine Förderung der sozialen Interaktion ohne Bezug zur Ma-

thematikleistung zum Einsatz. Die verschiedenen Arten der Förderung im ersten Schuljahr 

des Forschungsprojekts sind im grünen Teil der Abbildung 14 schematisch dargestellt. 

Die Testzeitpunkte T2 und T3 wurden aufgeteilt, was den Umfang der Erhebungen zum Test-

zeitpunkt T2 reduzierte. Die Aufteilung hatte den zusätzlichen Vorteil, dass die v.a. für das 

zweite Schuljahr relevante Erhebung zum Operationsverständnis zum Testzeitpunkt T3 in das 

zweite Schuljahr zu liegen kam. Dadurch wurden die durch den Schuljahrswechsel bedingten 

Änderungen des Bestands (Projektausstiege einzelner Klassen, Zu- und Wegzüge von Kin-

dern in den Projektklassen) im getesteten Bestand bereits berücksichtigt. 
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Abbildung 14: Einteilung der Klassen in Gruppen (I, II, III und IV) und Testzeitpunkte T1, T2, T3 und T4 

 

In der zweiten Klasse (Schuljahr 2019/20) wurde die Einteilung in die vier Gruppen I, II, III 

und IV beibehalten. In den Gruppen I, II und IV wurde mit spezifischen Fördereinheiten (Un-

terrichtslektionen, siehe Kapitel 4.3) im Mathematikunterricht interveniert. Auch diese För-

dereinheiten fanden in unterrichtsintegrierter Form im kooperativen Rahmen (im «kooperati-

ven Setting») im Gesamtunterricht statt. Die verwendeten Fördereinheiten (Unterrichtsbau-

steine) waren betreffend Struktur und Ablauf vergleichbar mit den kooperativen Fördereinhei-

ten, die in den Gruppen I und III im vorangehenden Schuljahr zum Einsatz gekommen waren. 

Die Art der Intervention unterschied sich dabei für die Gruppen I, II und IV im zweiten Schul-

jahr nicht. Die Gruppe III diente im zweiten Schuljahr als Kontrollgruppe. In dieser fand wie-

derum eine Förderung der sozialen Interaktion ohne Bezug zur Mathematikleistung der Kin-

der statt. Die Gruppeneinteilung für das zweite Schuljahr ist im blauen Teil von Abbildung 14 

ebenfalls schematisch dargestellt. 

In beiden Schuljahren wurden die Förderungen von den jeweiligen Kompetenzerfassungen zu 

Beginn und am Ende des jeweiligen Schuljahrs umrahmt. Die Kompetenzerfassungen fanden 

jeweils vor (in den Monaten August bis Oktober 2019) bzw. nach (in den Monaten Juni und 

Juli 2020) Abschluss sämtlicher Interventionen in den Klassen statt. Die Interventionen wur-

den in den Monaten November 2019 bis Mai 2020 – mit der in der Einleitung erwähnten Un-

terbrechung aufgrund der Schulschliessung wegen der Covid-19-Situation in der Schweiz − 

umgesetzt. 

Für die vorliegende Arbeit und die damit verbundenen Untersuchungen zum Operations- bzw. 

Multiplikationsverständnis wurden lediglich die Kinder der zweiten Klassen des Schuljahrs 

2019/2020 betrachtet (blauer Teil in Abbildung 14). Für die Auswertung werden aber für die-

se Arbeit auch die Ergebnisse einzelner Kompetenzerfassungen aus den Testzeitpunkten T1 

und T2 verwendet. 
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4.1.2 Gesamtstichprobe 

Die Stichprobengrösse war für die einzelnen Untersuchungen aus mehreren Gründen unter-

schiedlich. An dieser Stelle werden die Grössen der Stichproben und die Gründe für Schwan-

kungen in deren Grösse dargelegt. 

 

Rekrutierung und ursprüngliche Stichprobengrösse 

Das Projekt MALKA hat sich über die Schuljahre 2018/19 sowie 2019/20 erstreckt. In dieser 

Studie haben Primarschulklassen aus insgesamt 15 Kantonen aus den deutschsprachigen Re-

gionen der Schweiz mitgearbeitet. 

Die Primarschulklassen wurden im Frühjahr 2018 rekrutiert. Die Lehrpersonen konnten sich 

für die Mitarbeit mit ihren Klassen in diesem Forschungsprojekt freiwillig melden. Es ist so-

mit davon auszugehen, dass besonders motivierte, belastbare und an fachdidaktischen Fragen 

interessierte Lehrpersonen mit ihren Klassen im Forschungsprojekt mitgearbeitet haben. Die 

Gesamtstichprobe ist insofern nicht gänzlich durch Zufall entstanden. Es handelt sich also um 

eine nicht-probabilistische Stichprobe, die sowohl als Gelegenheitsstichprobe als auch als 

Quotenstichprobe bezeichnet werden könnte. Aufgrund der Struktur der Stichprobe mit Kin-

dern in einzelnen Schulklassen ist auch der Begriff der Klumpenstichprobe zutreffend (D. H. 

Rost, 2007, S. 104 ff., 112; Bortz & Schuster, 2016, S. 81; Bortz & Döring, 2016, S. 314).  

Das Ziel der Rekrutierung im Frühjahr 2018 war es, insgesamt 60 Schulklassen für die Teil-

nahme zu gewinnen. Erfreulicherweise war das Echo auf die Anfrage unter den Lehrpersonen 

ausgesprochen positiv, so dass das Forschungsprojekt mit insgesamt 80 Schulklassen ins erste 

Schuljahr starten konnte. 

Tabelle 1: Grösse der Gesamtstichprobe (Anzahl Schulklassen) 

ursprünglich geplant Beginn 1. Schuljahr Beginn 2. Schuljahr Testzeitpunkt T4 

60 80 68 46 

 

Unter den Klassen waren nebst der Mehrheit der Klassen mit Kindern im ersten Schuljahr 

auch einige Mischklassen. Bei den Mischklassen gab es vorwiegend solche mit Kindern im 

ersten und im zweiten Schuljahr, aber auch einige wenige mit Kindern im ersten, zweiten und 

dritten Schuljahr. Ursprünglich hatten mehr als 80 Lehrpersonen ihr Interesse an der Mitarbeit 

im Forschungsprojekt gemeldet. Um die Gesamtstichprobe zu Schuljahrsbeginn im August 

2018 auf 80 Schulklassen zu begrenzen, wurden dann bei den Mischklassen nur diejenigen 

berücksichtigt, die im Schuljahr 2018/19 eine hohe Anzahl Kinder in der ersten Schulklasse 

aufwiesen. In einigen der nicht-berücksichtigten Schulklassen konnte Interventionsmaterial 

für die spätere Phase des Projekts erprobt werden.  

Die 80 Klassen, mit denen das Projekt zu Beginn des Schuljahrs 2018/19 anfing, wurden in 

vier Gruppen zu je 20 Klassen eingeteilt. Bei der Einteilung der Klassen in die vier Gruppen I, 

II, III und IV wurde auf Verschiedenes geachtet. Insbesondere sollte sich eine gute Streuung 
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von Schulen in urbanen und ländlichen Gegenden und Schulen mit vielen und wenigen Kin-

dern mit Migrationshintergrund auf die vier Gruppen ergeben. Wünsche von Lehrpersonen 

(wenn z.B. zwei Lehrpersonen im selben Schulhaus dasselbe Material bearbeiten wollten) 

wurden − so weit möglich und für den Forschungszweck sinnvoll – berücksichtigt. Auf die 

Pflege des Bestands und das Eingehen auf die Wünsche und Rückmeldungen der Lehrperso-

nen wurde stets viel Wert gelegt. Dies geschah im Wissen darum, dass die Forschungsarbeit 

nebst vielen Anregungen, mehrfachen externen Rückmeldungen zu den Kinderleistungen und 

fachdidaktischem Material und Mehrwert für die Lehrpersonen auch eine spürbare zusätzliche 

Belastung darstellen würde. 

Nebst der freiwilligen Mitarbeit der Lehrpersonen war auch diejenige der einzelnen Kinder 

bzw. ihrer Erziehungsberechtigten eine Voraussetzung für die Teilnahme jedes einzelnen 

Kindes im Projekt. Alle Eltern und Erziehungsberechtigen wurden zu Beginn der Forschungs-

arbeiten eingeladen zu entscheiden, ob ihr Kind am Forschungsprojekt und den Testungen 

mitmachen will und darf. Dafür wurde allen Eltern und Erziehungsberechtigten durch die je-

weilige Lehrperson eine Einverständniserklärung übergeben, welche sie unterzeichnen konn-

ten. Kinder, für welche diese unterzeichnete Einverständniserklärung nicht vorlag, nahmen im 

Rahmen des Projekts an keiner der Kompetenzerfassungen teil. 

Die Klassenanzahl im Forschungsprojekt wurde ab Beginn des Schuljahrs 2018/19 nicht mehr 

durch Hinzuziehen neuer Schulklassen erhöht. Hingegen wurden sowohl Zuzüge von Kindern 

aus anderen Schulklassen in die «MALKA-Klassen» als auch Wegzüge durch das Projekt-

team erfasst. 

 

4.1.3 Erhebungsinstrumente 

Die verschiedenen im Forschungsprojekt eingesetzten Erhebungsinstrumente werden in die-

sem Kapitel einzeln beschrieben und erläutert. Insbesondere das Instrument für die allgemei-

nen mathematischen Fähigkeiten wird bei den Auswertungen im Längsschnitt für diese Arbeit 

eine wesentliche Rolle spielen. 

 

Allgemeine mathematische Fähigkeiten 

Die allgemeinen mathematischen Fähigkeiten wurden im Projekt MALKA mit dem Erhe-

bungsinstrument BASIS-MATH erfasst (Moser Opitz et al., 2016, 2019, 2020). Abhängig von 

der Schulklasse und dem Zeitpunkt (Beginn bzw. Ende des Schuljahrs) wurden unterschiedli-

che Versionen dieses Erhebungsinstruments eingesetzt. Für die Kinder zu Beginn des ersten 

Schuljahrs kam das Instrument BASIS-MATH 0+ zum Einsatz. Für Kinder am Ende des ers-

ten oder zu Beginn des zweiten Schuljahrs wurde das Instrument BASIS-MATH 1+ einge-

setzt. Kinder am Ende des zweiten Schuljahrs wurden vom Instrument BASIS-MATH 2+ 

(Moser Opitz et al., 2020) erfasst. Dieses Erhebungsinstrument ist ein Verfahren, welches 

spezifisch auf rechenschwächere Kinder ausgerichtet ist und darauf zielt, entsprechenden För-

derbedarf zu diagnostizieren. Es werden mit verschiedenen Aufgaben zentrale Kompetenzen 
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der Grundschulmathematik erfasst. In den Bereichen Arithmetik und Sachrechnen wird der 

Umgang der Kinder mit Zahl und Mass, Operationen und Rechenverfahren geprüft (Moser 

Opitz et al., 2019, 2020). Einige der eingesetzten Versionen waren zum Erhebungszeitpunkt 

noch nicht publiziert; eine Publikation ist in Anlehnung an die bereits veröffentlichten Versi-

onen für höhere Schulklassen aber vorgesehen. Das Erhebungsinstrument BASIS-MATH ist 

auf die Verhältnisse in der Schweiz zugeschnitten und wurde bereits mehrfach erprobt und 

validiert. 

In einzelnen Mischklassen kamen für Kinder ausserhalb der für diese Arbeit wesentlichen 

Hauptkohorte auch andere Versionen des BASIS-MATH-Erhebungsinstruments zum Einsatz. 

Dies war beispielsweise der Fall für die erfassten Kinder, die sich (in Mischklassen) im dritten 

Schuljahr befanden. Mit diesen Kindern wurde am Ende des dritten Schuljahrs die Version 

BASIS-MATH3+ (Moser Opitz et al., 2019) verwendet. 

 

MALKA-Test  

Eigens für das Forschungsprojekt MALKA wurde im Rahmen einer Promotion und einer 

Masterarbeit ein «MALKA-spezifischer» (und daher auch so genannter) Einzeltest entwickelt 

(Gloor, 2018; Leuenberger, in Vorbereitung). Dieser Test diente der Erfassung des spontanen 

Fokus auf Zahlwerte (SFON; «spontaneous focus on numerosity»), der Anzahlerfassung 

durch die Kinder, deren Fähigkeiten beim Kopfrechnen und deren Rechen- und Zählstrate-

gien. Der Inhalt des Instruments ist in den jeweiligen Arbeiten ausgeführt.  

Dieses Erhebungsinstrument wurde zu den Testzeitpunkten T1 und T2 eingesetzt. Die Kinder 

wurden von der testleitenden Person dafür im Einzelsetting befragt und getestet. Die Durch-

führung fand mit Hilfe eines Laptops am Computer statt. Die Ergebnisse dieser Befragung 

wurden zum Zeitpunkt der Befragung durch die testleitende Person direkt elektronisch erfasst. 

 

Arbeitsgedächtnis 

Im Rahmen des Projekts MALKA wurde im Einzelsetting mit den Kindern auch ihr Arbeits-

gedächtnis erfasst. Für diesen Zweck kam mit der Arbeitsgedächtnistestbatterie AGTB 5-12 

ein standardisiertes Instrument zum Einsatz (Hasselhorn et al., 2012). 

Die Kinder mussten sich bei dieser Erhebung einen optischen Pfad (in Form von Punkten auf 

einer Arbeitsunterlage) merken und diesen anschliessend wiederholen. In einem zweiten Teil 

der Erhebung wurden die Kinder aufgefordert, eine Zahlenfolge, die ihnen vorgesagt wurde, 

rückwärts zu wiederholen. Die Testleitung führte die jeweiligen Interviews mit den Kindern 

einzeln durch und erfasste ihre Leistungen laufend in elektronischer Form. 

Diese Erhebung fand ausschliesslich zum Testzeitpunkt T1 statt und wurde zu späteren Test-

zeitpunkten nicht mehr wiederholt. Die Ergebnisse liegen daher für Kinder, die später in die 

beteiligten Klassen dazu gestossen sind (sogenannte «Zuzüge in die MALKA-Klassen»), 

nicht vor. 
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Kognitive Fähigkeiten 

Die kognitiven Fähigkeiten der Kinder wurden mit dem standardisierten Grundintelligenztest 

CFT 1-R erfasst (Weiss & Osterland, 2012).  

Diese Erhebung fand in der Gruppe in der Form «paper and pencil» statt. Die Erhebung be-

stand aus zwei Aufgabenteilen mit zwei bzw. fünf Minuten Bearbeitungszeit. Die Kinder be-

arbeiteten bei dieser Kompetenzerhebung ein Testheft. Dieses wurde von den testleitenden 

Personen nach Durchführung der Erhebung eingesammelt und korrigiert. Die Ergebnisse 

wurden nach einer unabhängigen Zweitkorrektur von einer Hilfskraft in elektronische Form 

umgewandelt.  

Auch diese Erhebung fand nur zum Testzeitpunkt T1 statt und wurde nicht wiederholt. 

 

Soziale Interaktionen 

Die Kinder der MALKA-Klassen wurden zu den Testzeitpunkten T1, T2 und T4 zu ihren 

Freundschaften innerhalb der Klasse befragt. Diese Befragung fand im Einzelsetting zwischen 

der testleitenden Person und dem Kind statt. Zu den Zeitpunkten T1 und T2 wurde diese Be-

fragung mit allen MALKA-Klassen durchgeführt, bei T4 noch mit deren 36 Klassen. Die Re-

duktion der Anzahl Klassen bei T4 war eine Folge der Covid-19-Situation im Frühjahr 2020. 

Aufgrund dieser Befragung wurde ein Klassennetzwerk gebildet, welches in Nesme (in Vor-

bereitung) beschrieben wird. Die Auswertung des Längsschnitts wird in Garrote et al. (in 

Vorbereitung) beschrieben. 

 

Multiplikationsverständnis (Vor- und Nachtest) 

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde eigens für das Projekt MALKA ein passendes 

Instrument zur Erhebung des Multiplikationsverständnisses entwickelt. Dieses Erhebungs-

instrument besteht aus einem Vor- und einem Nachtest. Es wurde zu den Testzeitpunkten T3 

(mit 68 Klassen) und T4 (mit 46 Klassen) im Verlauf des zweiten Schuljahrs eingesetzt. 

Diese Erhebung fand in der Klasse in Form eines «paper and pencil»-Tests statt. Klassen mit 

einer Kinderanzahl von 20 oder mehr wurden für die Testdurchführung in zwei Halbklassen 

aufgeteilt. Bei kleineren Klassen fand die Erhebung im Plenum statt. 

Die Testdurchführung zum Testzeitpunkt T4 erfolgte unter Beachtung eines strengen Schutz-

konzepts, dessen Anwendung aber keinen Einfluss auf die Ergebnisse haben sollte. Die 

Schutzmassnahmen bestanden z.B. aus einem Mindestabstand von 2 Metern, den die testlei-

tende Person zu den Kindern einhalten musste, Korrektur mit Handschuhen usw. 

Der Inhalt dieses Tests und die Entwicklungsarbeit, die zu diesem Erhebungsinstrument ge-

führt haben, werden in Kapitel 4.4 dieser Arbeit beschrieben. 
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Strukturdaten zu den einzelnen Kindern 

Von sämtlichen Kindern, die am Projekt teilnehmen wollten und durften, wurden auch Struk-

turdaten erfasst. Diese wurden von der Lehrperson eingeholt und basierten auf der jeweiligen 

Einschätzung der Lehrperson. Die Strukturdaten umfassten die unten aufgeführten Variablen, 

welche mit Hilfe der unten angegebenen Skala von der Lehrperson eingeschätzt wurden.  

Die Erhebung dieser Strukturdaten erfolgte im ersten Beobachtungsjahr (im März 2019). Lü-

ckenhafte Daten und Daten für neu zugezogene Kinder wurden im zweiten Schuljahr (zwi-

schen Februar 2020 und Juli 2020) erhoben. Mit dieser Nacherhebung wurde der bestehende 

Strukturdatensatz ergänzt. Die erfassten Strukturdaten sind in Anhang 8.1.1 wiedergegeben. 

 

Überblick über den Einsatz der einzelnen Erhebungsinstrumente 

Die Kompetenzerfassungen im Forschungsprojekt MALKA fanden zu vier unterschiedlichen 

Testzeitpunkten T1, T2, T3 und T4 statt. Eine Übersicht über die einzelnen Testzeitpunkte 

und die jeweils eingesetzten Erhebungsinstrumente ist in Anhang 8.1.2 wiedergegeben. In der 

Übersicht in Anhang 8.1.2 sind die Tests zu den einzelnen Testzeitpunkten für die Hauptko-

horte der Kinder in der 2. Klasse des Schuljahrs 2019/20 (bzw. 1. Klasse des Schuljahrs 

2018/19) aufgeführt. Für die weiteren Kinder aus den Mischklassen kamen zusätzliche In-

strumente zum Einsatz, die für die vorliegende Arbeit keine Relevanz haben. 

 

4.1.4 Durchführung der Erhebungen 

Die Erhebungen wurden mehrheitlich von studentischen Hilfskräften, zum Teil aber auch von 

Doktorandinnen und Doktoranden des Forschungsprojekts vorgenommen. Die Mehrheit der 

studentischen Hilfskräfte wurde von der Universität Zürich gestellt. Die Anzahl an eingesetz-

ten Hilfskräften war unterschiedlich und hing vom Testzeitpunkt, von der Anzahl parallel 

stattfindender Erhebungen zum jeweiligen Testzeitpunkt, von der Anzahl Klassen sowie von 

der Verfügbarkeit der Hilfskräfte ab. 

Bei den Testzeitpunkten T1 und T4 waren die Erhebungen verhältnismässig umfangreich, da 

mehrere Erhebungsinstrumente eingesetzt wurden. Zum Testzeitpunkt T2 war der Aufwand 

etwas geringer als zum Testzeitpunkt T1. Zum Testzeitpunkt T3 kam nur ein Instrument zum 

Einsatz, weshalb dies zeitlich und im Hinblick auf die eingesetzten Ressourcen die leichteste 

der vier Erhebungen war. Zum Testzeitpunkt T4 wurde bei verschiedenen Klassen auf die 

Erhebungen verzichtet, die Erhebungsrunde war aber begleitet von zusätzlichem organisatori-

schen Aufwand in Zusammenhang mit den Schutzmassnahmen aufgrund der Covid-19-

Situation (Kontaktaufnahme mit sämtlichen Lehrpersonen, Erstellung und Einhaltung eines 

Schutzkonzepts, Besorgung von Schutzmaterialien für die Hilfskräfte, Schulung der Hilfskräf-

te betreffend Schutzmassnahmen usw.) 

Die einzelnen Erhebungen wurden zu allen Testzeitpunkten ohne Unterschied zwischen Klas-

sen der Kontroll- und Klassen der Interventionsgruppe des jeweiligen Jahrs durchgeführt.  
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Gruppen- und Einzelerhebungen 

Die Erhebungen in der Gruppe fanden in Form von «paper and pencil»-Tests in der Gesamt-

klasse oder in Halbklassen statt. Eine Testdurchführung in der Gruppe dauerte dabei meist 

rund 30 bis 45 Minuten und erstreckte sich so über eine Unterrichtslektion. Eine Ausnahme 

bildete die Erhebung der kognitiven Fähigkeiten zum Testzeitpunkt T1, welche ebenfalls in 

der Gruppe stattfand, jedoch insgesamt nur rund 10 Minuten dauerte.  

Bei einzelnen der Erhebungen in der Gruppe wurden die Klassen in Halbklassen aufgeteilt 

(z.B. bei derjenigen mit dem Instrument BASIS-MATH-0+ zum Testzeitpunkt T1), bei ande-

ren Erhebungen wurde mit mehreren Versionen des Testheftes gearbeitet (so z.B. bei der Er-

hebung mit dem Instrument BASIS-MATH-1+ am Ende des ersten Schuljahrs). Bei einzelnen 

Erhebungen wurde die Aufteilung in Halbklassen lediglich bei besonders grossen Klassen 

vorgenommen (so z.B. beim Vor- und Nachtest zum Multiplikationsverständnis zu den Test-

zeitpunkten T3 und T4). 

Die Erhebungen im Einzelsetting fanden einzeln mit den jeweiligen Kindern und häufig «am 

Laptop» statt. Die Ergebnisse der Befragung bzw. der Testungen wurden dabei laufend mit 

Hilfe einer eigens vorbereiteten FileMaker-Maske von der Testleitung in elektronischer Form 

erfasst. Diese Art der Durchführung fand sowohl bei der sozialen Befragung als auch beim 

MALKA-Test zu allen drei Testzeitpunkten T1, T2 und T4 Anwendung. Auch die Erhebung 

des Arbeitsgedächtnisses zum Testzeitpunkt T1 verlief auf diese Art. 

 

Testleiterschulungen und Instruktionen für die Testleitung 

Die Anzahl eingesetzter Testleiterinnen und Testleiter betrug rund 20 Personen pro Testzeit-

punkt. Die Testleiterinnen und Testleiter wurden im Rahmen einer Schulungsveranstaltung 

einige Wochen vor ihrem Einsatz während mehrerer Stunden instruiert und auf ihren Einsatz 

vorbereitet.  

Zusätzlich zur Testleitungsschulung wurden allen Testleiterinnen und Testleitern sämtliche 

Instruktionen für die Erhebungen in ausformulierter, detaillierter Form schriftlich abgegeben. 

Die Testleiterinnen und Testleiter wurden aufgefordert, die Erhebungen vor dem Einsatz mit 

einem Kind im Einzelsetting zu üben. 

Bei allen Gruppentests wurden die Arbeiten der Kinder von der Testleitung eingesammelt und 

danach codiert. Für diesen Zweck wurde den Testleiterinnen und Testleitern vorgängig auch 

eine detaillierte Codieranleitung für die jeweiligen Erhebungen übergeben. Diese Anleitung 

wurde an den Schulungsveranstaltungen zusammen mit den Anweisungen zur Testdurchfüh-

rung eingehend besprochen und falls notwendig zusätzlich erläutert.  

Bei den Erhebungen im Einzelsetting wurden die Daten jeweils direkt am Laptop mit einer 

vorgefertigten FileMaker-Maske erfasst. 

Die Hilfskräfte wurden für ihren Aufwand im Rahmen des Forschungsprojekts entschädigt. 
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Zweitkorrektur, Datenübertragung und Datenkontrolle 

Die bearbeiteten Unterlagen (Testhefte) aller Gruppentests wurden von einer zweiten Hilfs-

kraft gegenkorrigiert. Sodann wurden die Ergebnisse der Gruppentests von einer Hilfskraft 

mit Hilfe von eigens für diesen Zweck vorbereiteten FileMaker-Dateien in ein elektronisches 

Format übertragen («abgetippt»). Diese Übertragungsarbeit wurde wiederum von einer weite-

ren Hilfskraft in Form von Stichproben überprüft. Die elektronischen FileMaker-Dateien 

wurden dann in weitere Softwarepakete (SPSS, RStudio, Microsoft Excel) umgewandelt und 

die Daten entsprechend weiterverarbeitet (Koller et al., 2012; Field, 2013; Luhmann, 2015). 

 

Rückmeldungen an die Lehrpersonen zu den Leistungen der Kinder 

Zu allen vier Testzeitpunkten wurden den Lehrpersonen Rückmeldungen zu den mathemati-

schen Leistungen der Kinder und zu den Erkenntnissen aus den sozialen Befragungen zuge-

stellt. Diese Rückmeldungen erfolgten in einem Zeitrahmen von rund ein bis zwei Monaten 

nach der Erhebung und beschrieben die Leistung jedes einzelnen Kindes. Beim Erhebungs-

instrument für das Multiplikationsverständnis wurde dafür eine einfache Beschreibung in 

Worten verwendet, nämlich das Kind habe «sehr viele», «viele» oder «wenige» Aufgaben 

richtig gelöst. 

Alle diese Rückmeldungen waren verbunden mit dem deutlichen Hinweis an die Lehrperso-

nen, dass die Ergebnisse nicht zur Beurteilung der Kinder verwendet werden dürften. Trotz-

dem fanden die Lehrpersonen diese Rückmeldungen hilfreich und schätzten die externe Sicht 

auf die Leistung ihrer Kinder, die sich – gemäss Angaben der Lehrpersonen – häufig mit ihrer 

eigenen Sicht gedeckt habe. Die Rückmeldung bei den sozialen Befragungen bestand in einer 

graphischen Darstellung des «Klassennetzwerks», welcher Informationen zur Dichte und zur 

Struktur der Freundschaften in der Klasse entnommen werden konnten. 

 

Anonymisierung des Datenaustausches 

Die Rückmeldungen erfolgten stets in anonymisierter Form unter Verwendung des fünfstelli-

gen Identifikationscodes, mit dem alle Kinder im Forschungsprojekt identifiziert werden 

konnten. Die Lehrpersonen verfügten über die jeweilige Klassenliste mit der Zuordnung der 

Codes zu den einzelnen Kindern. Auf allen Unterlagen, die vom Projektteam an die Lehrper-

sonen gingen, wurde nur dieser Code verwendet. Listen und Daten wurden im Forschungspro-

jekt getrennt aufbewahrt, die Listen nur auf Papier, die Daten in elektronischer Form. 

 

Weitere Rückmeldungen 

Eltern und Erziehungsberechtigte wurden eingeladen, für Rückmeldungen zu ihrem Kind mit 

der jeweiligen Lehrperson in Kontakt zu treten. In Einzelfällen und auf explizite Anfrage hin 

wurden Rückmeldungen auch an interessierte Eltern und Erziehungsberechtigte gegeben, die 

sich direkt ans Projektteam gewandt hatten. 
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4.2 Darstellung der Untersuchung und Vorgehen 

Ziel der Untersuchungen im zweiten Schuljahr ist die Beantwortung der Forschungsfragen 

dieser Arbeit gemäss Kapitel 4.2.1.  

Der Frage nach dem Lernzuwachs bezüglich der Rechenleistungen in Mathematik wurde mit 

Hilfe einer Messung dieser Rechenleistungen zu zwei verschiedenen Zeitpunkten nachgegan-

gen. Das Instrument, mit dem diese allgemeinen mathematischen Leistungen («Rechenleis-

tungen») erfasst wurden, ist das Erhebungsinstrument BASIS-MATH (siehe Kapitel 4.1.3). 

Zwei Erhebungen mit dem Instrument BASIS-MATH sind für die hier vorliegende Arbeit und 

für den Lernfortschritt in der 2. Klasse von besonderer Relevanz. Es sind dies die Erhebung 

für die Hauptkohorte (Kinder in der 1. Klasse des Schuljahrs 2018/19) am Ende des ersten 

Schuljahrs zum Testzeitpunkt T2 mit dem Instrument BASIS-MATH 1+ sowie die Erhebung 

am Ende des zweiten Schuljahrs zum Testzeitpunkt T4 mit dem Instrument BASIS-MATH 

2+. 

Ergänzend konnte mit Hilfe des Erhebungsinstruments für das Multiplikationsverständnis 

untersucht werden, ob in den Interventionsklassen des 2. Schuljahrs (in denen das Multiplika-

tionsverständnis gefördert wurde), ein höherer Lernzuwachs bezüglich des Multiplikations-

verständnisses messbar geworden war als in den Klassen der Kontrollgruppe. Zu diesem 

Zweck wurde für diese Arbeit ein entsprechendes Instrument entwickelt (Florin et al., 2020; 

Strasser, 2020). Dieses Instrument wurde in Form eines Vortests vor den Interventionen zu 

Beginn der 2. Schulklasse zum Testzeitpunkt T3 und später in Form eines Nachtests nach den 

Interventionen am Ende der 2. Schulklasse zum Testzeitpunkt T4 eingesetzt. Die Analyse 

dieses Instruments erfolgt in Kapitel 5. Die Ergebnisse der Längsschnittmessung mit diesem 

Instrument werden in den Kapiteln 6.2 und 6.3 wiedergegeben und dann in Kapitel 7.1 disku-

tiert. 

 

4.2.1 Forschungsfragen 

Der Fokus der hier vorliegenden Arbeit lag auf den Kindern, die im Schuljahr 2019/20 die 2. 

Primarschulklasse besucht haben. In diesem Schuljahr wurde mit den Kindern im Mathema-

tikunterricht unter anderem die Grundrechenart der Multiplikation (das «Malrechnen») einge-

führt. 

Für Untersuchungen des Operationsverständnisses und die Einbettung in eine Interventions-

studie eignen sich aufgrund ihres Schwierigkeitsgrads die Operationen zweiter Stufe im be-

sonderen Masse. Die Voraussetzungen, welche die Kinder zu Beginn der Interventionsphase 

mitbringen, sind einheitlicher als bei der Addition und bei der Subtraktion, bei welchen schon 

bei Schuleintritt grosse Unterschiede auftreten. In dieser Arbeit wird das Augenmerk auch 

deshalb auf die Multiplikation gelegt. Die Untersuchungen zum Operationsverständnis bezie-

hen sich hauptsächlich auf das Operationsverständnis für die Multiplikation. Dies geschieht 

aufgrund des Schwierigkeitsgrads der Multiplikation, aber auch aufgrund der Tatsache, dass 

diese Operation in der 2. Primarschulklasse eingeführt und vertieft wird. Innerhalb des For-

schungsprojekts MALKA (siehe Kapitel 4.1) stellte sich eine grosse Anzahl von Lehrperso-
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nen und Kindern in 2. Primarschulklassen für diese Untersuchung freiwillig zur Verfügung. 

Diese Gelegenheit konnte für die vorliegende Arbeit und die Untersuchung des Operations- 

bzw. Multiplikationsverständnisses entsprechend genutzt werden. 

Das Ziel dieser Arbeit war es, im Rahmen einer Interventionsstudie zu untersuchen, ob eine 

unterrichtsintegrierte Förderung des Operationsverständnisses zu einer Veränderung des 

Lernzuwachses bei den mathematischen Fähigkeiten bzw. beim Operationsverständnis der 

Kinder führen würde. 

Die beiden sich daraus ergebenden Forschungsfragen lauteten: 

 (FF1) Kann durch gezielte Interventionen zur Förderung des Operationsverständnisses 

der Lernzuwachs bei der Rechenleistung in Mathematik bzw. der Lernzuwachs beim 

Operationsverständnis beeinflusst werden? 

 

 (FF2) Ist eine positive Wirkung der Interventionen besonders bei den Kindern mit schwa-

cher Rechenleistung zu beobachten?  

 

4.2.2 Design 

Das Ziel der hier vorliegenden Arbeit bestand darin, den Lernzuwachs der Kinder in der 2. 

Klasse des Schuljahrs 2019/20 im Fach Mathematik zu erfassen und zwischen den verschie-

denen Gruppen zu vergleichen.  

Damit ist der blaue Teil des Forschungsdesigns aus Abbildung 14 für die hier vorliegende 

Arbeit zentral. Dieser Teil ist mit den Zeitpunkten für die Datenerhebungen in Abbildung 15 

noch einmal wiedergegeben. 

 

Abbildung 15: Für die vorliegende Arbeit zentraler Teil des Forschungsdesigns 
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Der Lernzuwachs der Kinder wurde bei zwei verschiedenen abhängigen Variablen (AV) un-

tersucht: Einerseits wurde der Lernzuwachs bei den Rechenleistungen (AV1), andererseits 

beim Operationsverständnis (AV2) gemessen. Beide in 4.2.1 formulierten Forschungsfragen 

zielen auf beide Variablen (AV1 und AV2). 

Für diese Untersuchung wird hauptsächlich die Unterrichtsgestaltung (Interventionen Ja/Nein) 

und der entsprechend definierte dichotome Prädiktor als unabhängige Variable (UV) verwen-

det. Die UV ist also definiert durch unterschiedliche unterrichtliche Bedingungen. Zusätzlich 

werden weitere Prädiktoren (zusätzliche UV) auf ihren Einfluss hin untersucht. Eine entspre-

chende Übersicht über die verwendeten Prädiktoren findet sich in Kapitel 4.5.6. 

Die Auswahl der Klassen und deren Zuteilung zu den jeweiligen Gruppen erfolgte wie in 

4.1.2 beschrieben nicht gänzlich durch Zufall. Eine vollständige Randomisierung wäre für 

diese Arbeit nicht möglich gewesen. Aus diesem Grunde handelt es sich um eine Studie mit 

quasi-experimentellem Design (Bortz & Döring, 2016, S. 199 ff.). 

Auch zu erwähnen bleibt die Tatsache, dass die Interventionen im Rahmen des tatsächlichen 

Unterrichts von den Lehrpersonen und mehrheitlich unbeobachtet stattfanden. Aus diesem 

Grund konnten unerwünschte Einflüsse und Störvariable nur bedingt kontrolliert werden 

(Bortz & Döring, 2016, S. 196). Eine Zusammenstellung der hierfür getroffenen und für die 

Lehrpersonen zumutbaren Massnahmen erfolgt in Kapitel 4.2.5. 

 

4.2.3 Stichprobe 

Trotz den Bemühungen der verschiedenen Mitarbeitenden im Forschungsprojekt sind einige 

Lehrpersonen mit ihren Klassen im Laufe des ersten Schuljahrs oder beim Schuljahrswechsel 

zwischen dem ersten und zweiten untersuchten Schuljahr aus dem Projekt ausgestiegen. Die 

Gründe für die Projektausstiege waren unterschiedlich. Ein typischer Grund war ein unerwar-

teter Wechsel der Lehrperson der Klasse. Dies führte in denjenigen Fällen, in denen die neue 

Lehrperson kein Interesse daran hatte, im Projekt mitzuarbeiten, zu einem Projektausstieg der 

jeweiligen Klasse. Auch wenn ursprünglich Lehrpersonen gesucht wurden, die für voraus-

sichtlich mindestens zwei Jahre mit der jeweiligen Klasse arbeiten würden, kam es in einigen 

Fällen zu dieser Situation. 

Durch einzelne Abgänge von Lehrpersonen und ihren Klassen während des ersten Schuljahrs 

oder auch zwischen den beiden Schuljahren sank die Zahl der Klassen im Projekt von ur-

sprünglich 80 auf 68. Zu Beginn des zweiten Schuljahrs sowie zum Testzeitpunkt T3 bestand 

die untersuchte Stichprobe also noch aus 68 Schulklassen, von denen alle bis zum Ende des 

zweiten Schuljahrs im Projekt dabeigeblieben sind. Im zweiten Schuljahr wurden somit keine 

weiteren Abgänge von Schulklassen verzeichnet. Bedingt durch die in der Einleitung bereits 

erwähnte Ausbreitung des Coronavirus und die damit verbundene Schulschliessung im Früh-

jahr 2020 wurde aber bei verschiedenen dieser 68 Klassen auf die letzte Erhebungsrunde zum 

Testzeitpunkt T4 verzichtet. Für diesen Verzicht gab es unterschiedliche Gründe. Bei einem 

Teil der betroffenen Klassen wurden die Interventionen noch kaum umgesetzt, was entweder 

zu einem Verzicht der Lehrperson oder zu einer Absage der Erhebungen durch das For-
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schungsprojekt geführt hat. Einige Lehrpersonen machten auch die ausserordentlich hohe Ar-

beitslast für den Verzicht auf die Erhebungen geltend. In einigen weiteren Schulen wurden 

keine externen Besucher zugelassen, was auch die testleitenden Personen im Forschungspro-

jekt betraf. In einigen wenigen weiteren Fällen war die gesundheitliche Situation der Lehrper-

sonen der Grund für den Verzicht auf die Erhebungen. Die für diese Arbeit relevanten Erhe-

bungen (BASIS-MATH-2+ und die Erhebung zum Operationsverständnis) konnten schliess-

lich mit 46 der 68 Klassen durchgeführt werden.  

Tabelle 2: Stichprobe für das 2. Schuljahr (Anzahl Schulklassen) 

Zeitpunkt 
Beginn 2. Schuljahr 

(T3) 

Ende 2. Schuljahr 

(T4) 

Anzahl Schulklassen (Gesamtbestand) 68 46 

davon in der Interventionsgruppe 52 34 

davon in der Kontrollgruppe 16 12 

 

Die vier Gruppen I, II, III und IV bestanden ursprünglich aus je 20 Schulklassen. Alle vier 

Gruppen hatten Abgänge zu verzeichnen. In den Gruppen I, II und IV (Interventionsklassen 

des 2. Schuljahrs) blieben bis Schuljahrsbeginn 2019/20 deren 51 (von ursprünglich 60) Klas-

sen im Projekt, in der Gruppe III (Kontrollgruppe des 2. Schuljahrs) wurden mit 15 (von ur-

sprünglich 20) Klassen die sozialen Interventionen vorgenommen. Zwei Klassen wurden zu 

Beginn des zweiten Jahrs eigenhändig der Interventions- bzw. der Kontrollgruppe zugeteilt. 

Diese zwei Klassen hatten keine klare Gruppenzugehörigkeit im ersten Schuljahr, da in ihnen 

die geplanten Interventionen des ersten Schuljahrs nicht wie vorgesehen hatten umgesetzt 

werden können. 

Somit wurde in 52 Klassen die mathematische Intervention des zweiten Schuljahrs («unter-

richtsintegrierte Förderung des Operationsverständnisses») durchgeführt. Die anderen 16 

Schulklassen dienten für die mathematische Förderung als Kontrollgruppe (siehe Tabelle 2). 

In diesen 16 Schulklassen fand eine Förderung der sozialen Interaktion ohne offensichtlichen 

Bezug zur Mathematikleistung statt (Garrote et al., in Vorbereitung). 

Der Mathematikunterricht in den 16 Klassen der Kontrollgruppe erfolgte wie üblich durch die 

Lehrperson, ohne dass die Lehrpersonen spezifische Instruktionen für ihren Unterricht beka-

men. Einzige Ausnahme war die Bitte an die Lehrpersonen um Protokollierung der Lektionen, 

in denen die Multiplikation behandelt wurde. Sämtliche Lehrpersonen (sowohl in den Inter-

ventions- als auch in den Kontrollgruppenklassen) haben demgemäss die Menge und den 

Zeitpunkt ihres Mathematikunterrichts, welcher der Multiplikation gewidmet war, protokol-

liert. Dies diente der Vergleichbarkeit der verschiedenen Klassen. 

Die Interventionen des 2. Schuljahrs unterschieden sich nicht in den 52 Klassen. Die 52 Klas-

sen hatten aber im Laufe des Vorjahrs (im ersten Schuljahr im Forschungsprojekt MALKA) 

unterschiedliche Förderungen der flexiblen Rechenstrategien erhalten. Die Kontrollgruppe des 

2. Schuljahrs (Gruppe III) hatte im 1. Schuljahr die intensivste Form der Förderung erhalten, 
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nämlich eine kooperative Förderung im Gesamtunterricht kombiniert mit der individuellen 

Förderung für einzelne Kinder (Leuenberger, in Vorbereitung). 

 

Reduktion der Stichprobe durch die Covid-19-Situation im Frühjahr 2020 

Der Verzicht auf die Erhebungen zum Testzeitpunkt T4 bei verschiedenen Klassen führte zu 

einer Reduktion auf einen Umfang von insgesamt 46 Klassen. 34 davon waren Interventions-

klassen des 2. Schuljahrs, die anderen 12 Klassen waren Teil der Kontrollgruppe des 2. Schul-

jahrs (ursprüngliche Gruppe III). Die 34 Interventionsklassen waren gleichmässig auf die In-

terventionsgruppen des 1. Schuljahrs verteilt (Gruppe I: 11 Klassen, Gruppe II: 11 Klassen, 

Gruppe IV: 12 Klassen). Diese gleichmässige Verteilung war kein explizites Selektionskrite-

rium für die letzte Erhebungsrunde und hat sich durch Zufall ergeben.  

Für Untersuchungen des Längsschnitts im 2. Schuljahr und für die Validierung des Nachtests 

zum Multiplikationsverständnis reduziert sich somit die Stichprobe von 68 auf 46 Klassen 

bzw. von etwa 1'100 auf rund 700 Kinder. 

 

Weitere Schwankungen der Stichprobengrösse 

Je nach Testzeitpunkt und Auswertung unterscheidet sich die Anzahl erfasster Kinder, da der 

Bestand der Kinder in den 2. Schulklassen des Jahrs 2019/20 verschiedenen weiteren 

Schwankungen unterworfen war. Gründe für solche Schwankungen sind u.a.: 

 Zuzüge in die MALKA-Klassen nach T1, T2 oder T3 

 Wegzüge aus MALKA-Klassen nach T1, T2 oder T3 

 Absenzen von Kindern an einzelnen Testzeitpunkten (T1, T2, T3 oder T4)  

Obwohl bei Absenzen einzelner Kinder in den meisten Fällen Nachtestungen stattfanden, 

wurden bei einzelnen Erhebungen aus testökonomischen Gründen jeweils Konzessionen ge-

macht und nicht alle krankheitsbedingt abwesenden Kinder nachgetestet. Dies hat es erlaubt, 

Zeit- und Reisekosten der studentischen Hilfskräfte einzusparen.  

Die meisten Absenzen von Kindern waren krankheitsbedingt. In sehr wenigen Fällen kam es 

auch zu absichtlichen Absenzen bzw. zum Verzicht auf die Erhebung für einzelne Kinder, 

weil die Lehrperson der Ansicht war, dass das Kind mit der Erhebung überfordert gewesen 

wäre. Noch seltener kam es vor, dass einzelne Kinder trotz ursprünglicher Zusage am Tag der 

Erhebung die Mitarbeit verweigerten oder während der laufenden Erhebung die Mitarbeit 

unterbrachen.  

 

Stichprobengrösse für die Validierung des Erhebungsinstruments in dieser Arbeit 

Zum Testzeitpunkt T3 wurden 1'084 Kinder im Vortest von der Erhebung zum Operations-

verständnis erfasst. Zum Testzeitpunkt T4 wurden dann nach dem Verzicht von 22 der 68 
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Klassen insgesamt 738 Kinder im Rahmen des Nachtests von der Erhebung zu ebendiesen 

Fähigkeiten erfasst. 

Die Querschnittanalysen und Validierungen der einzelnen Erhebungsinstrumente für das Mul-

tiplikationsverständnis erfolgten mit der Gesamtanzahl der Kinder, welche die jeweiligen Er-

hebungen abgelegt haben, also mit ebendiesen 1'084 Kindern für das Operationsverständnis 

zum Testzeitpunkt T3 (Vortest) sowie mit 738 Kindern für das Operationsverständnis zum 

Testzeitpunkt T4 (Nachtest).  

 

Stichprobengrösse für die Längsschnittanalyse in dieser Arbeit 

Zum Testzeitpunkt T4 nahmen aus den 46 getesteten Klassen insgesamt 751 verschiedene 

Kinder an einem der beiden Erhebungen mit dem BASIS-MATH 2+ und dem Instrument für 

das Multiplikationsverständnis teil. Davon nahmen 730 an beiden Erhebungen teil. 13 Kinder 

schrieben nur den BASIS-MATH 2+ Test, 8 Kinder nur den Test für das Multiplikationsver-

ständnis. Die Bestände sind deshalb nicht identisch, weil die beiden Erhebungen in der Regel 

nicht am selben Tag durchgeführt wurden, um einen Ermüdungseffekt der Kinder zu vermei-

den. Als Folge davon waren infolge der krankheitsbedingten Wechsel zum Teil verschiedene 

Kinder an den beiden Erhebungen beteiligt. 

Tabelle 3: Stichprobe für das 2. Schuljahr (Anzahl Kinder) 

Zeitpunkt 
Beginn 2. Schuljahr 

(T2 bzw. T3) 

Ende 2. Schuljahr 

(T4) 

Anzahl Kinder (BASIS-MATH) 1'148 743 

Anzahl Kinder (Operationsverständnis) 1'084 738 

Anzahl Kinder (jeweils beide Erhebungen) 1'026 730 

Anzahl Kinder (alle vier Erhebungen) 680 

Anzahl Kinder ohne Anpassung  

der Lernziele (alle vier Erhebungen) 
669 

 

Für die Analyse des Längsschnitts in Kapitel 6 wurden nur die Daten derjenigen Kinder ver-

wendet, von denen sowohl die Werte des BASIS-MATH-1+ zum Testzeitpunkt T2 als auch 

die Daten des Testzeitpunkts T3 und diejenigen des Testzeitpunkts T4 für beide Erhebungsin-

strumente (BASIS-MATH 2+ und Operationsverständnis) vorlagen. Die Anzahl Kinder, für 

welche dies der Fall ist, betrug 680. Diese Kinder wurden in den 46 verschiedenen Klassen 

unterrichtet, die zum Zeitpunkt T4 noch von den Erhebungen erfasst wurden. Aus dieser 

Gruppe wurden weitere 11 Kinder mit angepassten Lernzielen (z.B. integrierte Sonderschüle-

rinnen und Sonderschüler) aus der Stichprobe entfernt, so dass die Längsschnittanalysen letzt-

lich mit 669 Kindern in 46 Klassen stattfanden.  
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Diese Kinderanzahl verringert sich weiter, wenn man die 669 Kinder in Gruppen unterschied-

licher Stärke einteilt. Der Umfang dieser Reduktion bei den einzelnen gerechneten Varianten 

ist im Ergebnisteil in Kapitel 6 festgehalten. 

 

Ganz- bzw. Mischklassen, Lehrmittel und Verteilung über die Kantone 

Die 52 Interventionsklassen des 2. Schuljahrs bestanden aus 37 Klassen, die ausschliesslich 

Kinder im 2. Schuljahr umfassten, 14 Mischklassen mit Kinder im ersten und zweiten Schul-

jahr sowie einer Mischklasse, die sowohl Kinder im ersten, im zweiten als auch im dritten 

Schuljahr umfasste. Insgesamt wurden 838 Kinder in diesen 52 Klassen unterrichtet (Stand: 

Februar 2020). 

Diese 52 Klassen waren auf 13 Kantone verteilt. In 34 dieser Klassen kam das Lehrmittel 

«Schweizer Zahlenbuch 2» (Wittmann & Müller, 2008) zum Einsatz, während in 17 das 

Lehrmittel «Mathematik Primarstufe 2» (Brandenberg et al., 2013) verwendet wurde. In einer 

dieser Klassen ist im Sommer 2019 auf das Lehrmittel «MATHWELT» (Hess, 2018) umge-

stellt worden, nachdem im Jahr zuvor noch das «Schweizer Zahlenbuch 1» (Wittmann, 2011) 

eingesetzt worden war. 

Unter den 16 Klassen der Kontrollgruppe hatte es 13 Klassen mit Kindern ausschliesslich in 

zweiten Klassen, 2 Mischklassen, die zusätzlich auch aus Kindern in der ersten Klasse be-

standen, sowie einer Mischklasse mit Kindern in allen drei ersten Schuljahren. Insgesamt 

wurden 268 Kinder in diesen 16 Klassen unterrichtet (Stand Februar 2020). 

Diese 16 Klassen verteilten sich auf 4 Kantone. In 6 dieser Klassen kam das Lehrmittel 

«Schweizer Zahlenbuch 2» zum Einsatz, in den anderen 10 Klassen das Lehrmittel «Mathe-

matik Primarstufe 2». 

 

4.2.4 Eingesetzte Instrumente 

Sämtliche Instrumente, die in dieser Arbeit verwendet wurden, sind im Gesamtprojekt («im 

Forschungsverbund») eingesetzt worden. Von allen eingesetzten Instrumenten wurde bereits 

in Kapitel 4.1.3 berichtet. 

Die für diese Arbeit relevanten Instrumente sind Teil der in Kapitel 4.1.3 aufgeführten und 

erläuterten Instrumente. 

Eine zentrale Rolle für diese Arbeit spielt das Erhebungsinstrument für das Multiplikations-

verständnis, welches eigens für die Untersuchung in dieser Arbeit entwickelt wurde. Von die-

ser Entwicklung wird in Kapitel 4.4 berichtet.  

Zudem konnte vor allem die Erhebung der allgemeinen mathematischen Fähigkeiten mit dem 

Instrument BASIS-MATH für diese Arbeit verwendet werden. Mit Hilfe dieses Instruments 

wurde der Forschungsfrage nach der Zunahme der allgemeinen Rechenleistung nachgegan-

gen. 
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Ein Teil der Daten aus den weiteren Erhebungsinstrumenten (z.B. Arbeitsgedächtnis und kog-

nitive Fähigkeiten) sowie ein grosser Teil der Strukturdaten gemäss Anhang 8.1.1 wurden 

zudem als Prädiktoren verwendet. 

 

4.2.5 Intervention 

Im Forschungsprojekt MALKA wurden die in Kapitel 4.3 beschriebenen Fördereinheiten als 

Intervention in den Schulunterricht verwendet. Diese Fördereinheiten wurden im zweiten 

Schuljahr (2. Klassen des Schuljahrs 2019/20) zwischen den Erhebungszeitpunkten T3 und 

T4 in sämtlichen 52 Interventionsklassen eingesetzt.  

In den Klassen der Kontrollgruppe hatten die Lehrpersonen hingegen keine Kenntnis von die-

sen Fördereinheiten. In diesen Klassen erfolgte der Unterricht gemäss Lehrmittel ohne spezi-

fische Instruktion an die Lehrperson. 

Aufgrund der Schulschliessung im Frühjahr 2020 konnten nicht in allen Interventionsklassen 

sämtliche Fördereinheiten eingesetzt werden. Bei der Auswahl der Klassen im Hinblick auf 

die Erhebung zum Testzeitpunkt T4 wurde auch darauf geachtet, wie weit die jeweilige Klas-

se mit den Fördereinheiten vor Schulschliessung am 16. März gekommen war. Es wurden 

dann lediglich Klassen getestet, die bereits vor Schulschliessung mindestens 10 der 16 För-

dereinheiten bearbeitet hatten. Verschiedene Lehrpersonen haben nach Wiedereröffnung der 

Schulen im Mai 2020 die Arbeit an den Fördereinheiten fortgesetzt, so dass einige Klassen 

vor Einsatz der Erhebungsinstrumente trotz Schulschliessung das gesamte Förderpaket bear-

beitet hatten. Einige Lehrpersonen der getesteten Klassen beschlossen jedoch, die Arbeit an 

den Fördereinheiten aufgrund anderer Prioritäten auszusetzen. 

 

Einführungstreffen für die Lehrpersonen 

Vor dem Einsatz wurden die Lehrpersonen aller 52 Klassen anlässlich einer Weiterbildungs-

veranstaltung (in den Monaten September und Oktober 2019) in die Arbeit mit den För-

dereinheiten eingeführt. Diese halbtägige Schulung fand insgesamt fünfmal in mehreren Re-

gionen der Schweiz statt und wurde von zwei Projektmitarbeitern geleitet.  

Die Lehrpersonen wurden an diesen Einführungstreffen in die Bedeutung des Operationsver-

ständnisses und in die fachdidaktische Diskussion zu diesem Konstrukt eingeführt.  

Sie wurden im Weiteren im Hinblick auf das kooperative Setting instruiert und zur Verwen-

dung der Fördereinheiten angeleitet. Der Ablauf der Unterrichtslektionen in den drei Phasen 

(Einstiegs-, Arbeits- und Reflexionsphase) wurde den Lehrpersonen dargelegt, die methodi-

schen Formen der Wippe und der Weggabelung (siehe Kapitel 4.3) wurde erläutert. Es wurde 

besprochen, auf welche Art die Kinderpaare für die Paararbeitsphase gebildet werden sollte, 

und die Regeln für die Paararbeit wurden thematisiert. Zudem wurden die Ausgestaltungsfrei-

heiten, die den Lehrpersonen trotz Forschungsdesign blieben, mit ihnen besprochen. 
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Das Förderpaket mit den 16 Fördereinheiten wurde den Lehrpersonen sowohl in Form eines 

Ordners als auch in digitaler Form ausgehändigt. Der Aufbau des Förderpaketes wurde darge-

legt und begründet.  

Ein Zeitplan zur Behandlung der Fördereinheiten im Unterricht (siehe Kapitel 4.3.4) wurde 

den Lehrpersonen im Projekt vorgeschlagen. Diese waren aber frei, von diesem vorgeschla-

genen Zeitplan auch abzuweichen. Sie wurden eingeladen, ihre Behandlung der Multiplikati-

on und auch ihren Einsatz der Fördereinheiten im Laufe des Schuljahrs zu protokollieren. Für 

diesen Zweck wurden ihnen Protokollbögen ausgehändigt. Diese Protokollbögen waren so 

ausgestaltet, dass der Aufwand der Lehrpersonen für das Ausfüllen gering bleiben sollte, dass 

aber dennoch das Ausmass an Unterrichtszeit, die der Multiplikation gewidmet sein würde, 

daraus hervorgehen würde. 

Bei den Einführungstreffen zeigte sich, dass viele Lehrpersonen mit dieser Art der Unter-

richtsgestaltung vertraut waren und gemäss eigener Angabe auch sonst mit unterschiedlichen 

kooperativen Arbeitsformen arbeiteten. 

Anlässlich dieser Einführungstreffen wurde eine Einschätzungsübung mit den Lehrpersonen 

durchgeführt, bei der Kinderarbeiten zum Darstellungswechsel eingeschätzt werden mussten. 

Die Übung diente als Einstieg in die Thematik und konnte von den Lehrpersonen für zusätzli-

che Untersuchungen innerhalb des Forschungsprojekts auch abgegeben werden. 64 von 65 

Lehrpersonen haben ihre Arbeit dem Projektteam ausgehändigt.  

Diese Arbeiten wurden später im Hinblick auf die Heterogenität der Einschätzungen gesich-

tet. Bei dieser Analyse bestätigte sich die Vermutung, dass die Lehrpersonen sehr unter-

schiedlich mit Kinderarbeiten und dem Begriff des Operationsverständnisses umgehen. 

Tabelle 4: Vorgeschlagener Zeitplan zur Behandlung der 16 Fördereinheiten 

Thema Zeitpunkt der Behandlung Anzahl Fördereinheiten 

Operationsverständnis 

Addition und Subtraktion 
Nov./Dez. 2019 4 

Hinführung zur Multiplikation Dez. 2019/Jan. 2020 2 

Operationsverständnis 

Multiplikation 
Jan. bis Apr. 2020 10 

 

Alle Lehrpersonen der 52 Interventionsklassen wurden zu diesen Einführungstreffen eingela-

den. Die Teilnahme an den Treffen war sehr hoch und deckte 50 der 52 Klassen ab. Verschie-

dene Lehrpersonen haben die Weiterbildungsveranstaltungen zusammen mit der schulischen 

Heilpädagogin/dem schulischen Heilpädagogen besucht. Zwei Lehrpersonen konnten aus 

terminlichen Gründen an den Einführungstreffen nicht teilnehmen und wurden einzeln be-

sucht und auf dieselbe Art wie die anderen informiert. Die Veranstaltungen verliefen ohne 

Zwischenfälle und fanden bei den Lehrpersonen ein positives Echo.   
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Zusammenarbeit mit den Lehrpersonen 

Die Fördereinheiten wurden den Lehrpersonen sowohl in elektronischer Form als auch in Pa-

pierform ausgehändigt und waren so ausgestaltet, dass sie die Einstiegs- und Reflexionsphase 

mit den jeweiligen Unterlagen (z.B. unter Einsatz eines Visualizers) gestalten konnten. Die 

Arbeitsunterlagen für die Paararbeit lagen ebenfalls in elektronischer Form und in Papierform 

vor. Damit waren die Lehrpersonen mit Kopiervorlagen für die Kinder bzw. die Kinderpaare 

ausgestattet. 

Den Lehrpersonen wurde in Halbtages-Veranstaltungen eine ausführliche Einführung ins ko-

operative Setting sowie verschiedene präzise Instruktionen und Anweisungen zur Durchfüh-

rung der einzelnen Fördereinheiten gegeben. Nach diesen Veranstaltungen wurden die Lehr-

personen weiterhin durch das Projektteam begleitet. 

Das Projektteam stand den Lehrpersonen jederzeit für Rückfragen zur Verfügung. Die Um-

setzung der Fördereinheiten gestaltete sich reibungslos, Rückfragen und Unklarheiten waren 

selten. Als Erklärung hierfür kann die hohe Zufriedenheit der Lehrpersonen mit dem für sie 

angefertigten Material angeführt werden. Diese Zufriedenheit kam insbesondere in den tele-

fonischen Interviews zum Ausdruck, die im Verlauf der Monate November 2019 bis Januar 

2020, also während der Umsetzung der Fördereinheiten 1 bis 11 mit den Lehrpersonen ge-

führt wurden. 

 

Einsatz der Fördereinheiten und Protokollierung durch die Lehrpersonen 

Die 16 Fördereinheiten wurden in allen Schulklassen der Interventionsgruppe im Laufe des 

Schuljahrs 2019/20 zwischen Oktober 2019 und Juni 2020 eingesetzt. 

Die Lehrpersonen haben den Einsatz dieser Fördereinheiten und auch sonstige Unterrichts-

stunden zur Multiplikation protokolliert und übersichtsartig festgehalten. Diese Protokolle 

wurden vom Projektteam gesammelt und für den Zweck dieser Arbeit ausgewertet. Diese 

Auswertung ergab einen hohe Umsetzungstreue und auch hohe Zufriedenheit mit dem Mate-

rial. Gelegentlich wurde darauf hingewiesen, dass es wünschenswert wäre, für stärkere Kinder 

zusätzliches weiterführendes Material zur Verfügung zu haben. Die einzige Einschränkung 

betreffend Umsetzungstreue betrifft die durch Covid-19 bedingte Situation im Frühjahr 2020, 

die zu einem Unterbruch bei der Durchführung der Fördereinheiten geführt hat. Nicht alle 

Lehrpersonen haben bei Wiedereröffnung der Schulen im Mai 2020 die Arbeit mit den För-

dereinheiten fortgesetzt. Von den 34 Klassen, welche die Interventionen durchgeführt haben 

und im Frühjahr getestet wurden, haben aber alle mindestens 10 Fördereinheiten behandelt. In 

12 dieser 34 Klassen wurden alle 16 Fördereinheiten behandelt. 25 Klassen kamen bis zur 

Fördereinheit 13 oder weiter. Die durchschnittliche Anzahl behandelter Fördereinheiten unter 

den getesteten Klassen lag bei 14. Alle Klassen haben die Fördereinheiten in der vorgegebe-

nen Reihenfolge bearbeitet. 
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Telefonische Interviews 

Zudem wurde mit jeder Lehrperson, die an der Umsetzung der Fördereinheiten in den 52 

Klassen der Interventionsgruppe beteiligt war, im Laufe der Umsetzungsphase ein telefoni-

sches Interview geführt. Die Rückmeldung aus diesen Interviews war erfreulich, die Zufrie-

denheit mit dem Material war ausgesprochen hoch und die Durchführung verlief in allen 

Klassen nach dem vorgesehenen Zeitplan. Kleinere Abweichungen (z.B. eine längere Abwe-

senheit eines Kindes und ähnliches) wurden notiert. 

 

Audiographie einer Fördereinheit 

Nebst der Protokollierung und dem telefonischen Interview wurden die Lehrpersonen einge-

laden, von der Einstiegs- und Reflexionsphase einer Fördereinheit (Nr. 11) eine Tonaufnahme 

einzureichen. 27 Lehrpersonen kamen dieser Bitte nach, davon 25 vor Schulschliessung im 

März und zwei zusätzliche im Monat Juni nach Wiederaufnahme der Arbeit an den För-

dereinheiten. Die Durchsicht der eingereichten Audiodateien brachte eine sehr enge Anleh-

nung der Lehrpersonen an das ihnen ausgehändigte Material zu Tage. Ausgehend von den 

gesichteten Dokumenten und Informationen kann davon ausgegangen werden, dass die Um-

setzungstreue durch die Lehrpersonen hoch war. Viele Lehrpersonen waren angesichts ihrer 

Mitarbeit in einem derartigen Forschungsprojekt besonders bemüht, sich nahe an die Unter-

richtsvorlage zu halten. 

 

Rückmeldungen der Lehrpersonen (Erprobung und Projekt) 

Die Rückmeldungen der Lehrpersonen zum Unterrichtsmaterial (Fördereinheiten) waren er-

freulich und äusserst positiv. Der Neuigkeitswert des Materials wurde wahrgenommen, die 

Unterrichtsanregung geschätzt. Einige Lehrpersonen erwähnten die Fördereinheiten auch als 

Hilfestellung bei der Erfassung des Lernstands («Ich lerne die Kinder auf eine neue Art ken-

nen»).  

Auch eingegangen sind dabei einige konstruktive Anregungen zur weiteren Ausarbeitung und 

Verbesserung des Unterrichtsmaterials. Der Wunsch, weitere zusätzliche Arbeitsunterlagen 

für stärkere Kinder zur Verfügung zu haben, ist ein Beispiel einer solchen Anregung. 

Einige Lehrpersonen merkten aber auch an, dass sie auch unabhängig von diesen Förderein-

heiten verschiedene «kooperative Unterrichtsformen» mit den Kindern anwenden würden.  
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4.2.6 Hypothesen 

Der Zusammenhang des Operationsverständnisses mit der Rechenleistung ist wie in Kapitel 

3.1.2 dargelegt eine der Annahmen, die dieser Forschungsarbeit zugrunde liegt und die in 

dieser Arbeit anhand eines umfangreichen Datensatzes untersucht wurde. Es wird vermutet, 

dass eine Förderung des Operationsverständnisses sich auch positiv auf die Rechenleistung 

bzw. die allgemeinen mathematischen Fähigkeiten der Kinder auswirken kann. Kinder mit 

einem gefestigten und tragfähigen Operationsverständnis brauchen weniger auswendig zu 

lernen. Sie können Ergebnisse von Rechenaufgaben nicht nur abrufen, sondern gegebenen-

falls auch aus benachbarten oder verwandten Rechenaufgaben selber herleiten. Solcherlei 

Fähigkeiten müssten sich auch bei den Rechenleistungen der Kinder bemerkbar machen. Die-

se Vermutung ist eingegangen in die Forschungsfragen in Kapitel 4.2.1 und in die Hypothesen 

dieser Arbeit, welche in diesem Kapitel festgehalten sind.  

Die Hypothesen zu den beiden Forschungsfragen gemäss Kapitel 4.2.1 lauten: 

 (H1) Durch gezielte Interventionen zur Förderung des Operationsverständnisses kann der 

Lernzuwachs bei der Rechenleistung in Mathematik bzw. der Lernzuwachs beim Opera-

tionsverständnis beeinflusst werden. 

 

 (H2) Schwächere Kinder, die eine Förderung des Operationsverständnisses erhalten ha-

ben, zeigen bei der Rechenleistung in Mathematik sowie auch beim Operationsverständ-

nis einen höheren Lernzuwachs als schwächere Kinder, die keine solche Förderung erhal-

ten haben. 

Die erste Hypothese (H1) ist ungerichtet. Es wird angenommen, dass die Intervention in Form 

einer Förderung des Operationsverständnisses Wirkung zeigt. Die zweite Hypothese (H2) ist 

gerichtet. Es wird angenommen, dass die Intervention sich gerade bei den schwächeren Kin-

dern positiv auswirkt. 

Den beiden Forschungsfragen sowie den dazugehörigen beiden Hypothesen wird nachgegan-

gen, indem der Lernfortschritt der Kinder in der Interventions- und der Kontrollgruppe vergli-

chen wird. Für die Untersuchung der schwächeren Kinder (Forschungsfrage FF2 bzw. Hypo-

these H2) wird der Bestand jeweils in zwei Stärkeklassen unterteilt. Es finden dann dieselben 

Vergleiche zwischen Interventions- und Kontrollgruppe sowohl für den Teilbestand der 

schwächeren als auch für den Teilbestand der stärkeren Kinder statt.  

Die für die Längsschnittanalyse verwendete Methodik wird in Kapitel 4.5 beschrieben, die 

Ergebnisse werden in Kapitel 6 wiedergegeben.  
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4.3 Fördereinheiten 

Im Projekt MALKA wurden im Schuljahr 2019/20 in den 2. Klassen Fördereinheiten einge-

setzt, mit denen die Kinder zwischen den Herbstferien 2019 und den Testungen im Frühjahr 

2020 von ihren Lehrpersonen im Hinblick auf das Operationsverständnis (Schwerpunkt Mul-

tiplikation) gefördert wurden. Diese Förderung fand unterrichtsintegriert im kooperativen 

Setting statt. 

Die dafür notwendigen Fördereinheiten wurden für diese Arbeit eigens entwickelt, da das für 

eine solche Förderung notwendige Material noch nicht vorlag.  

Diese Fördereinheiten bildeten im zweiten Beobachtungsjahr des Forschungsprojekts die In-

terventionen für den mathematischen Teil der Arbeit.  

Unter einer Fördereinheit ist in dieser Arbeit eine vorbereitete Unterrichtslektion, also ein 

«Unterrichts-Baustein» für eine Unterrichts-Zeitdauer von etwa 30 bis 45 Minuten (eine 

Schulstunde, eine «Lektion») mit der gesamten Klasse zu verstehen. Die Fördereinheiten und 

alles Material, das zu diesen gehört, sind für das kooperative Setting ausgelegt. Sie gehen da-

von aus, dass die Unterrichtslektionen mit einem strukturierten Ablauf von Einstiegs-, Ar-

beits- und Reflexionsphase ausgestaltet sind. 

Die Interventionsklassen des zweiten Schuljahrs im Projekt MALKA unterscheiden sich also 

von den Klassen aus der Kontrollgruppe insbesondere dadurch, dass bei Ihnen zwischen No-

vember 2019 und Juni 2020 mit diesen Fördereinheiten 16 Unterrichtslektionen durchgeführt 

wurden. Diese 16 Lektionen ersetzten Unterrichtslektionen im Fach Mathematik, welche in 

der Kontrollgruppe im üblichen Rahmen gemäss Lehrplan von der jeweiligen Lehrperson 

durchgeführt wurden. Die Interventionsklassen erhielten also keine höhere Anzahl Lektionen 

im Fach Mathematik. Wie bereits angemerkt gab es in der Interventionsgruppe einzelne Klas-

sen, in denen aufgrund der Covid-19-Situation im Frühjahr 2020 nicht alle 16 Fördereinheiten 

durchgeführt wurden. In allen Interventionsklassen waren aber mindestens 10, in den meisten 

auch mehr als 12 Fördereinheiten durchgeführt worden. 

Die Fördereinheiten unterschieden sich vom üblichen Unterricht sowohl inhaltlich als auch 

vom Ablauf her und wurden auch von den Kindern als Spezialunterricht wahrgenommen. 

Eine häufige Rückmeldung der Lehrpersonen war es, dass sich die Kinder jeweils freuen 

würden, wenn sie wüssten, dass sie heute wieder «MALKA machen» würden. 

 

4.3.1 Grundlagen der Fördereinheiten 

Bei dieser Förderung wurde auf bestehende Fördermaterialien zurück gegriffen, so zum Bei-

spiel auf die Arbeit Häsel-Weide et al. (2017), in welcher zwanzig Bausteine für die Ablösung 

vom zählenden Rechnen in der zweiten Klasse im kooperativen Setting bereits vorlagen. Das 

Unterrichtssetting und der didaktische Hintergrund basierten auf dieser Vorarbeit. Insbeson-

dere wurden die Ausführungen und Gedanken zur unterrichtsintegrierten Förderung für die 

hier vorliegende Arbeit übernommen. Die Absicht dieser Arbeit ist es, diese Ideen auf ein 
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neues Themengebiet anzuwenden und zugleich eine Aussage betreffend Wirksamkeit der In-

terventionen zu machen. 

Fördermaterialien für das Operationsverständnis lagen zu Beginn der Studie bereits in mehr-

facher Ausführung vor, doch verlangte das Setting in dieser Arbeit nach einer Neuentwick-

lung bzw. Umgestaltung des vorliegenden Materials. Die Kombination der Thematik Operati-

onsverständnis mit der unterrichtsintegrierten Fördermethode im kooperativen Setting stellte 

eine Neuigkeit dar. 

In einzelnen Fördereinheiten wurde aber trotz der Neuartigkeit des Themas auch inhaltlich an 

vorliegendes Material angeknüpft. So orientiert sich zum Beispiel die erste Fördereinheit stark 

an Baustein 5 aus Häsel-Weide et al. (2017), die sechste Fördereinheit greift Inhalte und einen 

Unterrichtsvorschlag aus Gaidoschik (2016a) auf. Auch die Arbeit mit Punktebildern und 

Punktefeldern, z.B. am Hunderterfeld, ist keine Neuigkeit an sich, sondern eine im Schulalltag 

weit verbreitete Aktivität. Erst die Einbettung dieses Fördermaterials ins kooperative Unter-

richtssetting gibt dem Material Neuigkeitswert. Ebenfalls bemerkenswert ist auch die zeitlich 

relativ umfangreiche und umfassende und über einen längeren Zeitraum andauernde Behand-

lung dieser Förderung im Schulunterricht. Für die Wirksamkeit einer solchen Intervention 

wurde in früheren Studien festgehalten, dass die Zeitdauer nicht zu kurz sein darf. Der längere 

Zeitraum verhindert auch, dass Lücken unerkannt bleiben und die Lehrperson mit dem Stoff 

zu schnell weiterfährt, um allfällige starke Kinder nicht zu langweilen. 

Im ersten Schuljahr des Projekts wurden mit rund 40 Schulklassen 21 Fördereinheiten zur 

Förderung flexibler Rechenstrategien behandelt. Die Fördersequenz erwies sich für ein Schul-

jahr als etwas umfangreich, weil es für Forschungszwecke notwendig war, vor und nach dem 

Einsatz der Fördereinheiten Zeit zu haben für die Erhebungen. Aus diesem Grund wurde die 

Fördersequenz von 21 Fördereinheiten auf das zweite Schuljahr hin bewusst auf eine Länge 

von 16 Fördereinheiten gekürzt. 

 

Aufbau und Struktur der Fördereinheiten, Einsatz im Forschungsprojekt 

Das Fördermaterial besteht aus 16 Fördereinheiten, in denen am Darstellungswechsel, an den 

Grundvorstellungen der Kinder und an ihren Strukturierungsfähigkeiten an Punktefeldern 

gearbeitet wird. Die Kinder erarbeiten sich ein solides Operationsverständnis durch das Üben 

von Übersetzungen zwischen Darstellungen in beide Richtungen «zum Term hin» und auch 

«vom Term weg». Dieses Üben soll sich über einen längeren Zeitraum hinweg erstrecken. Im 

Gegensatz zur Lernstanderhebung bei den Kindern mittels Vor- und Nachtest kommen in den 

Fördereinheiten somit ausdrücklich beide Übersetzungsrichtungen, also das «Mathematisie-

ren» und auch das «Interpretieren» zur Anwendung. 

In den ersten vier Fördereinheiten wird am Operationsverständnis für die Addition und für die 

Subtraktion gearbeitet. Für die Kinder kommen damit zuerst einmal vertraute Inhalte zur 

Sprache, so dass das neue und in verschiedenen Klassen noch ungewohnte kooperative Set-

ting zuerst an bekannten Inhalten eingeübt werden kann. Die entsprechenden Verweise zu den 

Lehrmitteln führen in die Schulbücher der ersten Klasse (Brandenberg et al., 2015; Wittmann, 



95 

2011). Der Einsatz dieser ersten vier Fördereinheiten erfolgte in den meisten Interventions-

klassen bis vor den Weihnachtsferien 2019/20. 

Im Anschluss an diesen Einstieg anhand der Addition und Subtraktion kamen zwölf För-

dereinheiten zum Multiplikationsverständnis zum Einsatz. Dieser Teil der Fördereinheiten 

setzt Kenntnis der Kinder für den Malpunkt voraus. Die Lehrpersonen des Projekts wurden 

daher angewiesen, eine kurze Einführung in die Bedeutung des Malpunktes vor oder spätes-

tens parallel zum Einsatz der Fördereinheit 5 (FE05) vorzunehmen. 

 

Fokus auf rechenschwache Kinder 

Das Material ist so ausgestaltet, dass dem Operationsverständnis ausreichend Unterrichtszeit 

zur Verfügung gestellt werden sollte, sodass insbesondere schwächere Kinder vom Material 

und der Unterrichtsform profitieren können. Diese Ausgestaltung schlägt sich in den Frage-

stellungen dieser Forschungsarbeit entsprechend nieder. 

Die Unterrichtsform verspricht es, die entsprechende Förderung mit Fokus auf die rechen-

schwachen Kinder vorzunehmen, ohne die stärkeren Kinder dabei zu langweilen. In den leis-

tungsheterogen zusammengesetzten Kinderpaaren kommt den stärkeren Kindern eine Tuto-

renrolle zu, in der sie ebenfalls gefordert sind und entsprechend gefördert werden. Weitere 

Aspekte und Vorteile dieser Unterrichtsform finden sich z.B. in Häsel-Weide et al. (2017). 

Die Befundlage zu diesem Setting ist in dieser Arbeit in Kapitel 4.3.2 zu finden. 

 

4.3.2 Das kooperative Setting als Unterrichtsform 

 

Verwendung des kooperativen Settings in dieser Arbeit 

Bei der geplanten Längsschnittstudie erfolgen die Interventionen in der 2. Klasse mittels einer 

bewährten und bereits mehrfach umgesetzten Unterrichtsform. Bei dieser werden vorbereitete 

Lektionen («Fördereinheiten») unterrichtsintegriert im Rahmen eines kooperativen Settings 

behandelt (Häsel-Weide et al., 2017; Wittich, 2017). Die Kinder arbeiten in diesem Setting 

während den Fördereinheiten zeitweise in kooperierenden («kooperativen») Kinderpaaren. 

Diese werden von der Lehrperson gebildet. Dabei wird auf eine leistungsheterogene Zusam-

mensetzung der Kinderpaare geachtet. Hauptmerkmal dieses Settings ist die Zusammenarbeit 

zwischen den Kindern, welche zeitweise den frontalen Unterricht ersetzt. Die Phasen der 

Paararbeit werden umrahmt von durch die jeweilige Lehrperson moderierten Einstiegs- und 

Reflexionsphasen, in welchen die Kinder ebenfalls zur Kommunikation und zum Einbringen 

ihrer Gedanken inklusive Begründungen ermutigt werden. Förderung in ähnlicher Struktur 

wird u.a. beschrieben in Steenpass & Söbbeke (2009) und in Häsel-Weide et al. (2017). 

Verschiedene Überlegungen aus Häsel-Weide & Nührenbörger (2018, S. 67) und einzelne 

Bestandteile bereits bestehender Fördermaterialien im kooperativen Setting können auch im 
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Lichte der Förderung des Operationsverständnisses betrachtet werden. Ein Beispiel hierfür 

bildet Baustein 5 aus Häsel-Weide et. al (2017).  

Das kooperative Setting wurde im Themenfeld der Arithmetik der Schuleingangsstufe bereits 

angewandt und diskutiert (Häsel-Weide et al., 2017; Wittich, 2017; Häsel-Weide & Nühren-

börger, 2018).  

Zudem sei angemerkt, dass verschiedene Unterrichtsansätze Teile des hier dargelegten koope-

rativen Settings verwenden und umsetzen, auch ohne dass dies so bezeichnet bzw. als koope-

rative Lernform ausgegeben wird. In Venkat & Mathews (2019, S. 100) beispielsweise wird 

eine Intervention verwendet, welche ebenfalls mit einer Einführungsphase, einer Paararbeits-

phase, Phasen der Einzelarbeit und einzelnen von der Lehrperson oder entsprechend ausgebil-

deten Studierenden moderierten Phasen arbeitet. Vor allem Paararbeitsphasen können in ver-

schiedenen Unterrichtsformen auftreten, die nicht explizit dem «kooperativen Lernen» zuge-

ordnet werden. 

Neu ist die in dieser Arbeit vorliegende explizite Anwendung dieser Unterrichtsform auf die 

Thematik des Operationsverständnisses und auf dessen Förderung. Die geplante Förderung 

des Operationsverständnisses im kooperativen Setting mit wissenschaftlicher Erfassung der 

Auswirkungen dieser Unterrichtsform auf den Lernzuwachs der Kinder geschieht erstmalig. 

Auch eine eigentliche Serie von Fördereinheiten bzw. Bausteinen zur eingehenden Behand-

lung der Thematik Operationsverständnis in diesem Setting bestand vor Ausarbeitung des 

Materials für die Arbeit aber noch nicht. Für die Untersuchung, welche in dieser Arbeit be-

schrieben wird, wurden daher Fördereinheiten zur unterrichtsintegrierten Förderung des Ope-

rationsverständnisses im kooperativen Setting entwickelt.  

Bei diesem Setting handelt es sich um eine Unterrichtsform, die wissenschaftlich bereits un-

tersucht wurde und sich in verschiedenen Themengebieten schon bewährt hat. Es handelt sich 

aber auch um eine Unterrichtsform, mit der sichergestellt werden kann, dass die Lehrpersonen 

die Unterrichtslektionen einheitlich durchführen. Auf diese Art kann sichergestellt werden, 

dass tatsächlich auch in allen Interventionsklassen dieselben Interventionen in den normalen 

Unterricht eingebaut werden. Daher ist das kooperative Setting nicht nur eine verheissungs-

volle Unterrichtsform, sondern auch eine, die sich für Interventionsstudien in besonderem 

Masse eignet.   

 

Anspruch des kooperativen Settings 

Das kooperative Setting kann betrachtet werden im Rahmen der Bemühungen um inklusiven 

Mathematikunterricht von hoher Qualität und hoher Güte (Scherer & Moser Opitz, 2010; Hä-

sel-Weide, 2016; Korff, 2016; Peter-Koop et al., 2018; Krähenmann et al., 2018; Werner, 

2019; Schnepel, 2019, S. 103 ff.). Bei gegebenem Anspruch, starke und schwache Kinder 

gemeinsam zu unterrichten, werden dabei Anforderungen an den Unterricht gestellt, welchen 

das kooperative Setting bei erfolgreicher Ausgestaltung genügt bzw. genügen sollte.  

Das hohe Ausmass an Kommunikation und Kooperation im Klassenzimmer wird nebst dem 

Fokus auf fundamentale Lerninhalte, dem Zulassen und Ermöglichen von selbständigen und 
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individuellen Lernwegen im Rahmen von herausfordernden Lernanlässen in der Literatur ex-

plizit als zentraler Aspekt für gelungenen inklusiven Unterricht aufgeführt (Rohrbeck et al., 

2003; Korff, 2016, S. 102 f.; Krähenmann et al., 2018; Häsel-Weide & Nührenbörger, 2018, 

S. 61). Das kooperative Setting stellt einen vielversprechenden Ansatz dar, diesen anspruchs-

vollen Anforderungen an erfolgreichen und inklusiven Unterricht zu genügen. Die Kinder 

öffnen und erweitern ihr eigenes Verständnis durch die kommunikative «Konfrontation mit 

anderen Sichtweisen». Aufgrund dieser Konfrontation kommt es zum Sprechen über ver-

schiedene Deutungen und deren Begründungen (Steenpass & Söbbeke, 2009). Dies führt bei 

den Kindern zu Lernprozessen. 

Das kooperative Setting ist eine mehrfach erprobte und empirisch untersuchte Unterrichts-

form. Bei erfolgreicher Umsetzung genügt dieses Setting dem Anspruch, den Lernprozess aus 

Sicht der Lernenden aktiv, konstruktiv, sozial-interaktiv und individuell zu gestalten. Im ko-

operativen Setting kommen eigenaktive Konstruktionsprozesse der Lernenden unter Anknüp-

fung an die individuellen Vorerfahrungen im individuell adaptiven Rahmen zum Tragen (Ger-

lach, 2007, S. 7, 133).  

Der Nutzen und didaktische Wert guter Schülergespräche, die bei erfolgreicher Umsetzung im 

kooperativen Setting entstehen, wurde ebenfalls bereits untersucht und dokumentiert (Götze, 

2007; Gysin, 2013; Häsel-Weide & Nührenbörger, 2018, S. 67).  

Kooperation zwischen Kindern ist häufig mit Kommunikation und dadurch mit dem Einsatz 

von Sprache verbunden. Das kooperative Setting weist auch in Bezug auf andere kritische 

Aspekte «guten» Unterrichts hohes Potential auf. Es kann bei erfolgreicher Ausgestaltung von 

positiver Wirkung auf die Motivation der Lernenden ausgegangen werden: die Gespräche der 

Kinder knüpfen an ihrem Vorwissen an (Hasemann & Stern, 2002, S. 223) und sind von indi-

viduell adaptiver Art (Pfister, 2016, S. 39 f.; Pfister et al., 2015, S. 55). Die Kinder lernen wie 

im Alltag so auch im Klassenzimmer miteinander und voneinander (Gaidoschik, 2016b, S. 

73). Viele der Gütekriterien für inklusiven Unterricht bzw. inklusionsförderliche Merkmale 

des Mathematikunterrichts gemäss Sikora & Voß (2018) sind beim kooperativen Setting er-

füllt bzw. vorhanden. 

Auch ein solch vielversprechendes Setting kann aber – selbst bei optimaler Vorbereitung und 

Ausgestaltung − nur dann wirksam werden, wenn die Umsetzung mit der jeweiligen Schul-

klasse gelingt. Erfolgreiche Förderung ist unter anderem immer abhängig von den jeweiligen 

Gegebenheiten der Schulklasse bzw. von den einzelnen Kindern (Gaidoschik, 2016b, S. 10). 

Insofern ist auch das kooperative Setting kein einfaches Rezept für gelingende Förderung, 

jedoch ein aus den dargelegten Gründen vielversprechender Ansatz hierfür. Das kooperative 

Setting bleibt selbst bei guter Umsetzung eine aufwändige Unterrichtsform und für die Lehr-

personen eine besondere Herausforderung (Krähenmann et al., 2018, S. 54). Durch das Be-

reitstellen von ausgearbeitetem Unterrichtsmaterial – so wie es im Projekt MALKA erfolgt ist 

– kann aber den Lehrpersonen zumindest ein Teil des Vorbereitungsaufwands abgenommen 

werden. 

Lernprozesse sind auch stark durch emotionale Aspekte geprägt (Steiner, 1997; Kretschmann, 

2006, S. 46 f.). In Laakmann (2013) beispielsweise wird die Motivation als eine Grundvo-
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raussetzung des Lernens beschrieben. Ohne Zweifel gilt diese Aussage für das Operationsver-

ständnis genauso wie für alle anderen Themengebiete der Mathematik und weitere Fächer und 

Lebensbereiche. Für den Zweck dieser Arbeit sei erwähnt, dass das verwendete Unterrichts-

setting auch im Hinblick auf die Motivation der Kinder und die emotionalen Aspekte des Ler-

nens der einzelnen Kinder verheissungsvoll erscheint. 

 

Forschungsstand zum kooperativen Setting 

Die Wirksamkeit des kooperativen Settings wurde anhand anderer Themen der Primarschul-

mathematik bereits verschiedentlich untersucht (Wittich, 2017, S. 74 ff.). Zusammenfassend 

kann gesagt werden, dass das Setting im Hinblick auf seine Wirksamkeit vielversprechend ist 

und dass einige Studien wie z.B. Tarim & Akdeniz (2008) positive Effekte belegen. Auch in 

weiteren Untersuchungen wird das Setting als vielversprechend eingeschätzt (Nührenbörger, 

2009; Durlak et al., 2011, S. 418; Häsel-Weide & Nührenbörger, 2016).  

Es wird in der Literatur aber auch festgehalten, dass die Ausgestaltung des Settings mittels 

Setzens verschiedener Schwerpunkte (Souvignier, 2007, S. 138) wie z.B. Qualität der Interak-

tionen in den Kinderpaaren (Götze, 2007), dem Umgang mit der Heterogenität  (Korff, 2016)  

sowie der Zeitdauer der Interventionen (Slavin, 2008; Wittich, 2017, S. 165 f.) hohe Anforde-

rungen stellt. Sorgfältig ausgestalteten Einstiegs- und Reflexionsphasen sowie auch der Rolle 

der Lehrperson werden zusätzlich hohe Bedeutung beigemessen (Häsel-Weide et al., 2017; 

Krähenmann et al., 2018, S. 53). 

Sowohl für die Lehrpersonen als auch für die Kinder ist das Setting unter Umständen gewöh-

nungsbedürftig. Für die Lehrpersonen kann es mit empfundenem Kontrollverlust einhergehen 

(Wittich, 2017, S. 63). Im Gegensatz zu anderen Unterrichtsformen sind von der Lehrperson 

eher Moderationskompetenzen gefordert (Krauthausen & Scherer, 2016). Es wurde in der 

Vergangenheit aber auch schon hohe Zufriedenheit der Lehrpersonen mit dem zur Verfügung 

gestellten Material beobachtet (Pfister et al., 2015, S. 65). 

Es kann auch vorkommen, dass die gemessenen Effekte durch Förderung in dieser Unter-

richtsform trotz professioneller Ausgestaltung und erfolgreicher Umsetzung gering ausfallen 

(Moser Opitz et al., 2018). 
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4.3.3 Entwicklung der Fördereinheiten 

Die Einzelheiten zu den mehrfachen Erprobungen und den Abgleichen mit den gängigen 

Lehrmitteln der 2. Primarschulklassen sind in diesem Kapitel wiedergegeben. 

 

Entwicklungsarbeiten und Erprobungen 

Die Fördereinheiten wurden von November 2017 bis Juli 2019 unter Einbeziehung von Ex-

perteneinschätzungen und Rückmeldungen aus der Unterrichtserprobung entwickelt. Es wur-

den hierfür Expertinnen aus dem Projekt, aber auch drei externe mathematikdidaktische Ex-

pertinnen und Experten aus dem In- und Ausland einbezogen. Letzteren ist gemeinsam, dass 

sie sich in eigenen Entwicklungs- und Forschungsarbeiten bereits mit dem Thema Operati-

onsverständnis auseinandergesetzt hatten. Eine erste Version mit 18 Fördereinheiten wurde im 

Laufe der Arbeiten auf insgesamt 16 Einheiten gekürzt. Inhalte, Reihenfolgen, Arbeitsmateri-

alien und didaktische Hinweise wurden mehrfach angepasst. Dabei wurde auch die An-

schlussfähigkeit an die im ersten Projektjahr eingesetzten Fördereinheiten beachtet.  

Eine Erprobung der Fördereinheiten erfolgte im Schuljahr 2018/19 in mehreren zweiten Klas-

sen in der Deutschschweiz. Die beteiligten Lehrpersonen setzten jeweils eine Auswahl von 

Fördereinheiten in ihrem Unterricht ein. Die laufend eintreffenden Rückmeldungen der Lehr-

personen wurden im Projektteam ausgewertet und die Ergebnisse bei der Erstellung der End-

version der Fördereinheiten berücksichtigt. 

 

Material und Lehrmittelabgleich 

In den Fördereinheiten wurde vielfältiges Bildmaterial verwendet, welches entweder unter 

ausdrücklicher Angabe der entsprechenden Quellen verwendet oder aber von lizenzfreien 

Anbietern zur Verfügung gestellt wurde. 

Die Fördereinheiten wurden abgeglichen mit zwei der häufigsten Lehrmittel, die in der 

Schweiz zum Einsatz kamen. Der Einsatz der Fördereinheiten erforderte aber in verschiede-

nen Klassen eine leichte Anpassung der Jahresplanung insofern, als dass die Multiplikation 

etwas früher zu behandeln war als sonst üblich. Die Lehrpersonen in der Studie wurden im 

Hinblick auf den Einsatz der Fördereinheiten entsprechend instruiert und geschult. Ziel dieser 

Anweisungen war, die Vergleichbarkeit zwischen den Interventionsgruppen und der Kon-

trollgruppe zu erreichen. Ein weiteres Ziel der Instruktionen bestand darin, dafür zu sorgen, 

dass die Behandlung der Multiplikation sich im Unterricht über einen längeren Zeitraum von 

mindestens 14 bis 16 Wochen erstrecken würde. Diese Zeitdauer wird in der Literatur als kri-

tische Zeitdauer für die Wirksamkeit einer derartigen Intervention angesehen (siehe Kapitel 

4.3.2). 
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4.3.4 Aufbau und Umsetzung des Förderpakets  

In diesem Kapitel wird dargelegt, wie das gesamte Förderpaket aufgebaut und gegliedert ist. 

Der Aufbau der einzelnen Fördereinheiten ist dann Inhalt des folgenden Kapitels 4.3.5. 

 

Aufbau des Förderpakets 

Mit dem Begriff Förderpaket wird in dieser Arbeit die Gesamtheit der 16 Fördereinheiten zum 

Operationsverständnis beschrieben. 

In dem Förderpaket, das für den Zweck dieser Arbeit entwickelt wurde (Florin et al., 2019), 

wird das Operationsverständnis so verstanden, wie es im theoretischen Teil dieser Arbeit in 

Kapitel 2.3.3 dargelegt wurde.  

Wesentlich ist dabei die Fähigkeit der Kinder, Verknüpfungen zwischen verschiedenen Dar-

stellungen (Bilder, Sachsituationen, Terme) der Grundoperationen vorzunehmen. An der Fä-

higkeit der Kinder, diesen Darstellungswechsel flexibel und auf sinnvolle Art und Weise 

vollziehen zu können, wird im Rahmen dieses Förderpaketes gearbeitet. Fördereinheiten, in 

denen besonders stark am Aufbau dieser Fähigkeit gearbeitet wird, sind in der folgenden 

Übersicht mit roter Farbe (█) markiert. 

Wie in Kapitel 2.2.5 dieser Arbeit beschrieben ist der Aufbau von Grundvorstellungen zu 

den verschiedenen Rechenoperationen ein damit eng verbundenes Ziel des Unterrichts. För-

dereinheiten, die diesen Aspekt in den Vordergrund stellen, sind jeweils in grüner Farbe (█) 

markiert. 

Operationsverständnis umfasst − wie in Kapitel 2.2.6 beschrieben − auch Strukturierungs-

fähigkeiten der Kinder. Damit gemeint ist die Fähigkeit der Kinder, Beziehungen zwischen 

Aufgaben und Strukturen (z.B. in bildlichen Darstellungen) zu erkennen und für das flexible 

Rechnen zu nutzen. Diese Fähigkeiten ermöglichen flexible Darstellungswechsel und stehen 

somit mit den (oben) in roter Farbe markierten Fähigkeiten in Einklang. Fördereinheiten, wel-

che den Aspekt der Strukturierungsfähigkeiten in besonderem Masse betonen, sind jeweils in 

blauer Farbe (█) markiert. Typischerweise sind dies Fördereinheiten, in welchen die Kinder 

intensiv mit Punktebildern arbeiten. 

Die drei Aspekte von Operationsverständnis lassen sich nicht trennscharf voneinander ab-

grenzen, sondern fliessen − wie in Kapitel 2.3.3 erläutert – ins selbe Konstrukt ein. Es könnte 

auch die rote Farbe in allen Fördereinheiten verwendet werden, denn auch die Arbeit an den 

Grundvorstellungen und die Arbeit an Strukturierungsfähigkeiten münden häufig in Überset-

zungsprozessen und Darstellungswechseln. Trotzdem kommen bei den verschiedenen Tätig-

keiten der Kinder manche Aspekte stärker zur Geltung als andere. In Tabelle 5 und in Tabelle 6  

wird festgehalten, welcher der drei Aspekte von Operationsverständnis in der jeweiligen För-

dereinheit hauptsächlich zum Tragen kommt.  

Die Übersicht ist dabei aufgeteilt in einen ersten Teil (Addition, Subtraktion und Hinführung 

zur Multiplikation) von 6 Fördereinheiten und einen zweiten Teil (Vertiefung des Multiplika-

tionsverständnisses) von weiteren 10 Fördereinheiten. 
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Tabelle 5: Operationsverständnis Addition und Subtraktion & Hinführung zur Multiplikation 

Fördereinheiten Teil 1 (eingesetzt zwischen Herbst- und Weihnachtsferien 2019) 

FE01 █ 
Operationsverständnis Addition: 

Zahldarstellungen am Zwanzigerfeld passende Rechenaufgaben zuordnen 

FE02 █ █ 
Operationsverständnis Addition: 

Plusaufgaben unterschiedlich darstellen 

FE03 █ █ 
Operationsverständnis Addition und Subtraktion: 

Darstellungswechsel zwischen Sachsituation und Term (1) 

FE04 █ 
Operationsverständnis Addition und Subtraktion: 

Darstellungswechsel zwischen Sachsituation und Term (2) 

FE05 █ 
Operationsverständnis Multiplikation: 

Die Multiplikation als wiederholte Addition 

FE06 █ 
Operationsverständnis Multiplikation: 

Umgruppieren von Punktebildern zu neuen Malaufgaben 

 

Die Trennung erfolgte auf diese Art, weil der erste Teil den Lehrpersonen für die Durchfüh-

rung vor den Weihnachtsferien 2019/20, der zweite Teil für die Durchführung nach diesen 

Ferien empfohlen wurde. Die Lehrpersonen waren aber bei der detaillierten Zeitplanung frei, 

von dieser Empfehlung auch abzuweichen.  

 

Didaktischer Hintergrund des Förderpakets 

Die Förderung von Operationsverständnis erfolgte so wie in Kapitel 3.3.2 dargelegt. Die För-

dereinheiten sollen die Kinder dabei unterstützen, multiplikative Strukturen in verschiedenen 

Darstellungen zu erkennen. Sie sollten lernen, einen Bezug zwischen einem Multiplikations-

term (einer «Malaufgabe») und einer nicht-symbolischen Darstellung herstellen zu können. 

Die Aufgabenstellungen fokussieren bewusst nicht auf das (richtige) Ergebnis der jeweiligen 

Rechenaufgaben, sondern auf den gelungenen Darstellungswechsel. Die Kinder diskutieren 

dabei die Frage, ob eine nicht-symbolische Darstellung oder eine Sachsituation zu einem an-

gegebenen Term passt oder nicht zu diesem Term passt. Es kann beispielsweise ein Punkte-

feld von 3 mal 4 Punkten durch Umgruppieren der Punkte auch als 2 mal 6 als «passend» ge-

deutet werden. Das Bild mit 3 mal 4 Punkten passt aber keinesfalls zur Malaufgabe 4 · 4.  

Auf diese Weise sollen die Kinder eine adäquate Vorstellungen der Multiplikation und somit 

«Operationsverständnis» aufbauen (Florin et al., 2019). 

 

Bilder und Modelle (z.B. das Zwanzigerfeld inkl. Wendeplättchen) spielen in den Förderein-

heiten eine besondere Rolle. Punktebilder eignen sich dabei in besonderem Masse, Beziehun-

gen und Strukturen zwischen Aufgaben zu veranschaulichen. Mit dem Einsatz von Punktebil-

dern kann zum Aufbau der visuellen Strukturierungsfähigkeit beigetragen werden. Diese Fä-
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higkeit wiederum trägt zum Operationsverständnis und damit auch zur Ablösung vom zählen-

den Rechnen bei. 

Als Sachsituationen werden Rechengeschichten und insbesondere auch Bild-Text-

Geschichten eingesetzt. Während Rechengeschichten ausschliesslich Textelemente umfassen, 

enthalten die Bild-Text-Geschichten nebst Text auch bildliche Komponenten. Diese bildli-

chen Komponenten dienen vor allem der sprachlichen Entlastung. Sie liefern Informationen 

zum Kontext in bildlicher Form oder stellen einen der beiden Faktoren der Malaufgaben bild-

lich dar. In einem Bild können z.B. drei Äpfel in einem Netz gezeigt werden, während sprach-

lich die Information geliefert wird, dass Julia fünf solche Netze kauft. 

 

Tabelle 6: Multiplikationsverständnis  

Fördereinheiten Teil 2 (eingesetzt im ersten Halbjahr 2020) 

FE07 █ █ 
Operationsverständnis Multiplikation: 

Multiplikative Strukturen in Alltags- und Punktebildern 

FE08 █ █ 
Operationsverständnis Multiplikation: 

Darstellungswechsel vom (Alltags-) Bild zum Term 

FE09 █ 
Operationsverständnis Multiplikation: 

Unterschiedliche Malaufgaben im Punktebild finden 

FE10 █ 
Operationsverständnis Multiplikation: 

Malaufgaben im Hunderterfeld finden 

FE11 █ █ 
Operationsverständnis Multiplikation: 

Darstellungswechsel vom Term zum Bild 

FE12 █ █ 
Operationsverständnis Multiplikation: 

Darstellungswechsel zwischen Sachsituation und Term 

FE13 █ 
Operationsverständnis Multiplikation: 

Verschiedene Darstellungswechsel 

FE14 █ 
Operationsverständnis Multiplikation: 

Malaufgaben verändern 

FE15 █ 
Operationsverständnis Multiplikation: 

Multiplikative Strukturen im Hunderterfeld erkennen (1) 

FE16 █ 
Operationsverständnis Multiplikation: 

Multiplikative Strukturen im Hunderterfeld erkennen (2) 
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Hohe Bedeutung wird der Sprache beigemessen und dies auch dann, wenn keine sprachbasier-

te Darstellung (wie z.B. eine Rechengeschichte) vorliegt. Die sprachlichen Aspekte kommen 

während der Arbeitsphasen in den Gesprächen zwischen Kindern (z.B. wenn die Kinder ihr 

Vorgehen oder ihre Bilder beschreiben) zur Geltung. Sie haben aber auch hohe Bedeutung bei 

der Begründung der eigenen Überlegungen durch die Kinder in den Einstiegs- und in den Re-

flexionsphasen (Florin et al., 2019). 

 

Umsetzung der Fördereinheiten 

Die Fördereinheiten wurden in einem kooperativen Setting in Anlehnung an Häsel-Weide et. 

al (2017) umgesetzt. Jede Fördereinheit benötigte etwa 30 bis 45 Minuten Unterrichtszeit und 

wurde in drei Phasen durchgeführt: Einstiegs-, Arbeits- und Reflexionsphase. Die Einstiegs- 

und die Reflexionsphase wurde von der Lehrperson im Plenum moderiert. Alle Materialien, 

die für den Einstieg und die Reflexion (z.B. Aufgaben, Bildmaterial, Punktefelder usw.) not-

wendig waren, standen als Kopiervorlage zur Verfügung. Die Materialien konnten vergrössert 

und entweder im Stuhlkreis, an der Wandtafel oder am Visualizer verwendet werden. In der 

Arbeitsphase arbeiteten leistungsheterogene Kinderpaare im kooperativen Setting (siehe Ka-

pitel 4.3.2) zusammen. Der Unterschied in der Leistungsstärke in Mathematik sollte dabei 

zwischen den Kindern eines Kinderpaares nicht zu gross sein. Wenn möglich wurde die Zu-

sammensetzung der Kinderpaare für sämtliche Fördereinheiten unverändert beibehalten. Zu 

Wechseln in der Zusammensetzung kam es nur in begründeten Fällen, z.B. bei disziplinari-

schen Schwierigkeiten innerhalb eines Kinderpaars. Die Wechsel blieben aber die Ausnahme. 

Wenn es in der Klasse eine ungerade Anzahl Kinder hatte, so wurde eine Dreiergruppe gebil-

det. 

 

Das kooperative Setting umfasste zwei verschiedene methodische Formen:  

 

 Weggabelung: Die Kinder arbeiteten zunächst individuell an einer Aufgabe, bevor sie 

dann ihre Produkte verglichen und gemeinsam weiterarbeiteten. 

 

 Wippe: Die Kinder arbeiteten im Wechsel gemeinsam an einer Aufgabe und übernahmen 

dabei unterschiedliche Aktivitäten (z.B. Kind A legte eine Aufgabe mit Material, Kind B 

schrieb die Rechnung dazu). Dabei übernahmen sie unterschiedliche, aber aufeinander 

bezogene Tätigkeiten. 

 

Die Arbeitsunterlagen für die Arbeitsphase lagen als Kopiervorlage vor. Nur in der För-

dereinheit 13 mussten die Kärtchen vorgängig noch durch die Kinder zugeschnitten werden.  

Die Lehrpersonen gaben die notwendigen Anweisungen für die Arbeitsphasen jeweils zu Be-

ginn der Arbeitsphase. In diesen Arbeitsphasen sollten die Kinder dann ohne weitere Anwei-

sung und ohne Eingreifen der Lehrperson (zusammen) arbeiten. Die Lehrperson war angehal-

ten, nur dann einzugreifen, wenn das weitere Vorgehen unklar war, nicht aber zur Korrektur 

«falscher» Gedanken oder Vorschläge. 
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4.3.5 Aufbau einer einzelnen Fördereinheit 

Die einzelnen Fördereinheiten liegen im Moment in Form eines nicht publizierten Dokuments 

an der PH FHNW vor (Florin et al., 2019).  

Anhand einer Fördereinheit (Fördereinheit Nr. 6, genannt «FE06») wird in diesem Kapitel 

Einblick in den Aufbau dieser Fördereinheiten gegeben. Bei Fördereinheit 6 handelt es sich 

um eine eher schlichte und kurze Fördereinheit. Sie dient hier als exemplarisches Beispiel für 

den Aufbau einer Fördereinheit.  

Direkte Rede sowohl der Kinder als auch der Lehrperson ist in kursiver Schrift beschrieben. 

Aussagen der Lehrperson wurden zusätzlich mit dem Zeichen  markiert. Besonders zentrale 

Aussagen oder Fragen sind in roter Farbe festgehalten. 

Im Anhang dieser Arbeit findet sich ergänzend die Fördereinheit FE06 mit sämtlichen Ar-

beitsunterlagen (siehe 8.3). 

 

Fördereinheit FE06 

Die Struktur und der Aufbau sowie auch der didaktische Hintergrund der Fördereinheit FE06 

ist wie auch bei den anderen Fördereinheiten dem Werk Häsel-Weide et al. (2017) entnom-

men.  

Inhaltlich ist die Fördereinheit FE06 stark an Gaidoschik (2016a, S. 48 ff., 65 ff.) angelehnt. 

In dieser Fördereinheit werden mit und von den Kindern Punktebilder zu neuen Malaufgaben 

(Multiplikationsaufgaben) umgruppiert. Die Kinder sollen dabei zu einem vorgegebenen 

Punktebild mindestens eine neue Malaufgabe finden. Sie lernen dabei auch, neue Malaufga-

ben mit demselben Ergebnis zu entwickeln, indem sie die Punkte des Punktebilds umgruppie-

ren. Handelnd erfahren die Kinder dabei, dass das Ganze (das Produkt bzw. das Ergebnis) 

sich nicht ändert, auch wenn die Punkte verschoben werden und die bisherigen «gleich gros-

sen Teile» zu neuen «gleich grossen Teilen» umstrukturiert werden. Diese Erkenntnis ist für 

die Kinder wichtig im Hinblick auf die Entwicklung ihrer Fähigkeit, flexibel zu rechnen. 

Der Unterrichtsverlauf wurde in den Vorlagen an die Lehrpersonen sehr detailliert vorgege-

ben. 

In der Fördereinheit FE06 beginnt die Lehrperson den Unterricht an der Wandtafel mit Mag-

neten oder am Visualizer mit Plättchen. Das Tafelbild zu Beginn und am Ende wurde den 

Lehrpersonen dabei vorgegeben (siehe Abbildung 16 und Abbildung 17). 
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Abbildung 16: Tafelbild zu Beginn der Einstiegsphase der Fördereinheit 6 (FE06) 

 

Für die Gestaltung der Einstiegsphase standen Vorlagen für eine etwaige Verwendung des 

Visualizers zur Verfügung (siehe Anhang 8.3.2). 

 

 

Abbildung 17: Tafelbild am Ende der Einstiegsphase der Fördereinheit 6 (FE06) 

 

Der Unterricht verläuft gemäss einem Skript, das den Lehrpersonen überreicht wurde. Dieses 

Skript ist für die Fördereinheit 6 in Abbildung 18 zu finden. 

In Analogie zur Einstiegsphase wurden auch die Arbeits- und die Reflexionsphasen für die 

Lehrperson entsprechend dargelegt. Für die Arbeitsphase ist diese Instruktion sowohl im An-

hang als auch in Abbildung 19 wiedergegeben. 



106 

Einstiegsphase: 

Die Lehrperson präsentiert ein Punktebild in Form eines Würfelbilds (mit Magneten an der Wandtafel oder mit Plättchen 

am Visualizer. 

             
 Welche Plusaufgabe passt zu diesem Punktebild? Weshalb passt diese Plusaufgabe zum Bild? 

 Gibt es weitere Plusaufgaben, die zum Bild passen? 

 Welche Malaufgabe passt zu diesem Punktebild? Kannst du beschreiben und uns zeigen, was du siehst? 

Mögliche Kinderantwort: Ich sehe 3-mal (zeigt nacheinander auf die drei Vierergruppen) 4 Plättchen (umkreist die Vierer-

gruppen mit dem Finger). 

Die Lehrperson schreibt die Malaufgabe auf. 

 Wir legen einzelne Plättchen so um, dass eine neue Malaufgabe entsteht. Wir legen dabei möglichst wenige Plättchen 

um. 

Die Lehrperson beginnt von jeder Viergruppe ein Plättchen (die jeweils rot markierten) zu verschieben: 

             
Das Ergebnis der Verschiebung ist das Folgende: 

                   
 Welche Malaufgabe passt nun? 

Mögliche Kinderantwort: Ich sehe 4 mal 3 Plättchen, also 4 mal 3. 

 Können wir noch andere Malaufgaben bilden? 

Die Lehrperson ergänzt: 

 Versuche immer möglichst wenige Plättchen zu bewegen. 

 Versuche dir vorzustellen, welches Bild du haben möchtest, bevor du die Plättchen bewegst. 

Die Kinder beschreiben das Umgruppieren einzelner Punkte. Die Lehrperson führt die beschriebene Umgruppierung aus. 

Die Kinder nennen die entstehenden neuen Malaufgaben: 

 
Mögliche Kinderantwort: Hier kann man die Malaufgabe 2 · 6 sehen. 

                               
Mögliche Kinderantwort: Hier kann man die Malaufgabe 6 · 2 sehen. 

Die Malaufgaben 12 · 1 oder 1 · 12 werden nur thematisiert, wenn der Vorschlag von den Kindern kommt. 

Die Lehrperson schliesst mit der Beobachtung: 

 Wir haben ganz unterschiedliche Malaufgaben gefunden. Die Anzahl der Plättchen, nämlich 12, bleibt immer gleich. 

Abbildung 18: Skript zur Einstiegsphase der Fördereinheit 6 (FE06) 

Arbeitsphase: 

Beide Kinder bekommen dieselbe Arbeitsunterlage mit einem Punktebild in Form eines Würfelbilds, das zur Malaufgabe 4 

· 5 passt. 

Kind A legt dieses Punktebild mit Plättchen nach. Kind B nennt die dazu passende Malaufgabe. 

Kind B bildet durch Umgruppieren der Plättchen eine neue Malaufgabe. Kind A nennt die Malaufgabe. Beide Kinder 

zeichnen das neue Punktebild auf ihrer Arbeitsunterlage ein. 

Nun sucht Kind A durch weiteres Umlegen nach einer weiteren Malaufgabe usw. 

Zusatzaufgabe: 

Kind A denkt sich eine neue Malaufgabe aus und legt die Plättchen entsprechend. Kind B fährt mit den Plättchen fort wie 

oben und sucht eine neue Malaufgabe usw. 

Methodische Form: Wippe 

 

Abbildung 19: Beschreibung der Arbeitsphase der Fördereinheit 6 (FE06) 
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Material, das für diese einzelnen Phasen notwendig war, wurde genannt bzw. den Lehrperso-

nen übergeben. In dieser Fördereinheit bestand das notwendige Material aus 20 Plättchen für 

jedes einzelne Kind gemäss Arbeitsunterlage (siehe Abbildung 20). 

 

Abbildung 20: Arbeitsunterlage der FE06 für die Kinder (im Format A4) 

 

Die Reflexionsphase wurde analog zur Einstiegsphase ausführlich und unter Vorgabe der di-

rekten Rede ausformuliert. Die entsprechenden Anleitungen finden sich in Anhang 8.3.1. 
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4.4 Das Erhebungsinstrument für das Multiplikationsverständnis 

Nebst dem standardisierten BASIS-MATH-Instrument, das für die Erfassung der Rechenleis-

tung der Kinder eingesetzt wurde, kam im Forschungsprojekt MALKA nebst verschiedenen 

anderen Tests auch ein spezifischer Test zur Erfassung des Operationsverständnisses zum 

Einsatz. Von den Entwicklungsarbeiten für diesen spezifischen Test wird in diesem Kapitel 

berichtet. 

 

4.4.1 Vorarbeiten für einen Test des Multiplikationsverständnisses 

Aufgrund der Tatsache, dass Mängel im Operationsverständnis meist im Einzelsetting erfasst 

und diagnostiziert werden, sind Testinstrumente des Operationsverständnisses für die Anwen-

dung im Klassenverband bisher kaum zu finden. In einem dieser Arbeit vorangehendem For-

schungsprojekt der PH FHNW (Projektname: DORE) kam aber bereits ein Test zum Einsatz, 

mit dem das Operationsverständnis erfasst worden war (Royar et al., 2014). In der Literatur 

und auf Tagungen wurde davon bereits berichtet, das Erhebungsinstrument wurde aber bisher 

nicht veröffentlicht. Es handelt sich bei dieser Vorarbeit um einen Test für das Multiplikati-

onsverständnis, der in dritten Klassen eingesetzt wurde. Die Kinder wurden bei der Test-

durchführung mit diesem Instrument jeweils eingeladen anzugeben, welche Malaufgabe zu 

einem vorgegebenen Bild oder einer vorgegebenen Geschichte passe. 

Auch in Royar (2013) wird vom Einsatz eines Tests für das Operationsverständnis berichtet. 

Dieses Instrument umfasst alle vier Grundrechenarten. Die Publikation enthält alle Items in-

klusive Antworten der getesteten Kinder. 

Beim Test für das Operationsverständnis im Rahmen des Projekts MALKA konnte auf diese 

Vorarbeiten zurückgegriffen werden, sie waren aber aus unterschiedlichen Gründen nur in 

eingeschränktem Masse für das hier beschriebene Forschungsvorhaben verwertbar. Einer der 

Hauptgründe hierfür war die Tatsache, dass die vorliegenden Testversionen das Operations-

verständnis in der dritten Schulklasse und damit zu einem späteren Unterrichtszeitpunkt – 

nach Einführung und Behandlung der jeweiligen Operationen im Unterricht – erfassten. Im 

Rahmen des hier beschriebenen Projekts sollte aber eine erste Erfassung des Lernstands zu 

Beginn des zweiten Schuljahrs im Rahmen eines Vortests vorgenommen werden. Zu diesem 

Zeitpunkt war die Multiplikation in den jeweiligen Schulklassen noch nicht eingeführt und 

behandelt worden. Die Kinder waren zu diesem Zeitpunkt mit dem Wort «mal» noch nicht 

vertraut. Das Erhebungsinstrument musste also stark überarbeitet bzw. neu entwickelt werden. 

Ein weiterer Unterschied zu den Vorarbeiten bestand in der sehr hohen Anzahl Kinder, die im 

Projekt MALKA erfasst wurden. Die Testökonomie und die Einbettung ins Gesamtprojekt 

erforderten daher einen kurzen Test und eine Durchführung mit Testheften und Instruktionen, 

ohne dass elektronische Hilfsmittel in Form von PowerPoint-Präsentationen verwendet wur-

den. Dynamische Items (bei denen wie in den Vorarbeiten mit Hilfe von animierten Power-

Point-Folien Punkte bewegt wurden) konnten im Projekt MALKA nicht eingesetzt werden. 

Der Nachtest, der am Ende des zweiten Schuljahrs zum Einsatz kam, sollte das Operations-

verständnis für die Multiplikation nach Einführung und Behandlung dieser Grundoperation 
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erfassen. Dieser Nachtest wiederum musste ausreichend Brückenitems zum Vortest und trotz-

dem einen ausreichend hohen Schwierigkeitsgrad aufweisen. Somit musste auch der Nachtest 

auf Grundlage des Vortests neu entwickelt werden (Florin et al., 2020; Strasser, 2020). 

Trotz diesen Einschränkungen bei der Verwendbarkeit der Vorarbeiten konnte in hohem Mas-

se von den Vorarbeiten und der damit verbundenen Erfahrung profitiert werden. So bei-

spielsweise bei der Erkenntnis, dass sich die Übersetzungsrichtung des «Interpretierens» 

(«vom Term weg») kaum und wenn dann nur mit hohem Aufwand bzw. mit Interviews testen 

lässt. Mit dieser Übersetzungsrichtung bzw. mit mündlichen Interviews wurde daher nur in 

der Erprobungsphase gearbeitet, im Forschungsprojekt wurde dann aber – wie im folgenden 

Kapitel dargelegt wird – bewusst darauf verzichtet. 

Im Weiteren wurde bei der Erprobung einzelner Items auf vorbestehende Literatur zurückge-

griffen. Es wurde mit Bildmaterial und mit Ideen gearbeitet, die sich in der Diagnose von 

Mängeln beim Operationsverständnis und bei der Förderung im Einzelsetting bewährt hatten, 

so z.B. aus Scherer (2016). Zu den Erfahrungen mit diesem Material wird im folgenden Kapi-

tel eingehend berichtet. 

Einige Items blieben – trotz den erwähnten Schwierigkeiten bei der Übertragbarkeit auf das 

vorliegende Projekt − bis zuletzt inhaltlich und auch mit Blick auf den Testablauf von den 

vorliegenden Testversionen inspiriert. Es hatte sich insbesondere vom Testablauf her in frühe-

ren Tests bewährt, den Kindern die Aufgabenstellung mehrmals deutlich vorzulesen. Dieser 

Aspekt des Testablaufs konnte für einen Teil des Vor- als auch des Nachtests beibehalten 

werden. Einige Anregungen für Items wurden auch aus dem Rechenleistungstest «BASIS-

MATH» übernommen. Eine dieser Ideen war die Anregung, dass nicht nur Fragen nach dem 

Term, sondern auch Fragen nach dem Ergebnis einer Malaufgabe dasselbe Konstrukt «Opera-

tionsverständnis» messen würden, auch wenn dies so in der mathematikdidaktischen Theorie 

nicht ausdrücklich formuliert wird. Die späteren quantitativen Analysen stützen diese Hypo-

these. Durch Einbezug dieses Aufgabentyps konnte das Erhebungsinstrument durch einige 

zusätzliche Items ergänzt werden. 

 

4.4.2 Entwicklung und Erprobungen des Testinstruments 

Die auf Basis der in 4.4.1 erwähnten Vorarbeiten entwickelten Items wurden nach den not-

wendigen Anpassungen zu einem Erhebungsinstrument zusammengeschnürt. Dieses sollte 

sich in einer ersten Erprobung bewähren. Verschiedene projekt-interne und auch externe Ex-

perten hatten diese frühen Testversionen kommentiert und Einzeltests mit Kindern in der ent-

sprechenden Altersklasse gaben weitere Anregungen zur Verbesserung des Instruments.  

Sodann wurden die erste Vortest-Version einer ersten und später einer zweiten Erprobungs-

runde unterzogen, deren Ablauf und deren Erkenntnisgewinn in diesem Kapitel wiedergege-

ben wird. 

Die einzelnen Items wurden dann im Laufe der Entwicklungsarbeiten aufgrund der Erkennt-

nisse aus diesen Erprobungen entweder beibehalten, verbessert oder aber verworfen. 
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Einschränkung auf eine Übersetzungsrichtung 

In beiden Versionen (Vor- und Nachtest) wurden aus Gründen der Testökonomie nur die 

Übersetzungsrichtung des «Mathematisierens» («zum Term hin») erfasst. Zu den Nachteilen 

der Rückübersetzung («vom Term weg»), die auch in der Literatur bereits von anderen Auto-

ren genannt werden (Burkhardt, 2008, S. 81; Schulz et al., 2019, S. 16) gehört insbesondere 

der hohe Aufwand, den es mit sich bringen würde, Zeichnungen und Textteile von Kindern zu 

einer vorgegebenen Malaufgabe zu erfassen und nach der Testdurchführung dann auf ihre 

«Passung» hin zu prüfen und zu bewerten. Der hohe Aufwand würde sich bei der Testdurch-

führung zeigen, da Kinderzeichnungen und das Schreiben von Geschichten in Textform Zeit 

benötigen und die Testdauer deutlich verlängert hätten. Der hohe Aufwand würde aber zusätz-

lich auch bei der Korrektur und Codierung zu Buche schlagen. Für jede Kinderzeichnung wä-

re eine Diskussion und Entscheidung durch mehrere Personen, z.B. durch eine Jury mit min-

destens drei Experten, notwendig. Frühere Untersuchungen mit Interviews haben auch ge-

zeigt, dass in vielen Kinderzeichnungen überraschend viele gute und korrekte Gedanken des 

Kindes eingegangen sind. Für die erwachsene Person waren diese aber ohne weitere Informa-

tionen und Erläuterungen des Kindes nicht immer auf Anhieb und zum Teil auch gar nicht als 

korrekte Gedanken zu erkennen. Folglich wäre für die Beurteilung einer Kinderzeichnung 

nicht nur eine Entscheidung durch eine Expertenjury, sondern letztlich auch ein Gespräch mit 

dem Kind, also ein Einzelinterview mit jedem einzelnen Kind notwendig. Dieser Aufwand für 

die Erhebung und Analyse von Kinderzeichnungen (möglicherweise begleitet von Interviews 

mit den getesteten Kindern) wäre für eine tiefe Anzahl Kinder zu bewältigen, nicht aber für 

eine so hohe Anzahl Kinder, wie sie im Projekt MALKA untersucht wurde. Aus diesen Grün-

den wurde in beiden Erhebungsinstrumenten lediglich die eine der beiden Übersetzungsrich-

tungen erfasst.  

Der Zusammenhang zwischen den beiden Übersetzungsrichtungen wurde anhand von kleine-

ren Stichproben bereits untersucht (Royar et al., 2014, 2015; Strasser, 2020; Florin et al., 

2020). In diesen Arbeiten wurden Korrelationen zwischen den beiden Übersetzungsrichtun-

gen gemessen. Die Ergebnisse aus diesen Arbeiten sind unterschiedlich und die Befundlage 

daher nicht eindeutig. In der Literatur finden sich zudem auch Aussagen dazu, dass die beiden 

Übersetzungsrichtungen inhaltlich nicht gleichzusetzen sind. Sie sind insbesondere auch nicht 

gleich schwierig, so dass bei den Kinderleistungen nicht notwendigerweise dieselben Ergeb-

nisse zu erwarten sind. In dieser Arbeit wird die Erhebung des Lernstands wie oben beschrie-

ben hauptsächlich aus testökonomischen Gründen auf die eine Übersetzungsrichtung einge-

schränkt. Eine Diskussion der Validität des so entwickelten Instruments wird in Kapitel 4.4.3 

vorgenommen. Die Thematik wird auch bei der Diskussion der Ergebnisse in Kapitel 7.1 noch 

einmal aufgenommen. 

 

Erste Vortest-Version  

Der Vortest war zur Lernstands-Erfassung der Kinder zu Beginn der zweiten Klasse vorgese-

hen. Zu diesem Zeitpunkt sind die meisten Kinder mit dem Malpunkt und der Malrechnung 

noch nicht vertraut, da die Multiplikation im Unterricht in der Regel bis dahin noch nicht be-
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handelt wurde. Diese Tatsache wurde in der Testentwicklung berücksichtigt. Der Vortest ent-

hielt aus diesem Grund auch einige Aufgaben zum Operationsverständnis der beiden Operati-

onen 1. Stufe (Addition und Subtraktion). Diejenigen Aufgaben, in denen multiplikative 

Strukturen vorkamen, konnten auch unter Verwendung der Addition bearbeitet und gelöst 

werden. Diese erste erprobte Version des Vortests hatte 31 Items. 

Die Kinder wurden im ersten Teil des Tests von der Testleitung durch die Items geführt. Da-

bei hat die Testleitung mit Hilfe optischer Unterstützung die Aufmerksamkeit der Kinder je-

weils auf das entsprechende Item gelenkt und die Textteile und die Aufgabe jeweils zweimal 

vorgelesen. Dies stellt eine Praxis dar, die auch bei anderen Testdurchführungen in dieser 

Form angewandt wurde, so z.B. in Venkat & Mathews (2019, S. 100). 

Den zweiten Teil des Tests konnten die Kinder selbständig bearbeiten. Die Items in diesem 

zweiten Teil waren so ausgestaltet, dass die Kinder sie ohne Unterstützung der Testleitung 

selber verstehen konnten. Dies wurde erreicht durch den Einsatz von Items, die durch rein 

optische Mittel vermittelt werden konnten (z.B. Punktefelder) oder aber durch Items, bei de-

nen nur minimale Lesefähigkeiten notwendig waren. 

Der gesamte Test war so ausgestaltet, dass er in einer Schullektion innerhalb einer Unter-

richts-Zeitdauer von etwa 30 Minuten von allen Kindern der Klasse bzw. der Halbklasse be-

wältigt werden konnte. 

Bei einzelnen Items wurde nach einer passenden Rechnung gefragt, bei andern nach einer 

Zahl, bei manchen Items nach beiden Teilen (Rechnung und Zahl). Die Frage nach der Zahl 

war bei einigen Items notwendig um den Fokus der Kinder so zu lenkten, dass auch die Frage 

nach der Rechnung wie gewünscht interpretiert wurde. 

 

Erste Vortest-Erprobung und Auswertung 

Die erste Version des Vortests wurde im November 2018 mit Kindern der 2. Klasse des 

Schuljahrs 2018/2019 erprobt. Diese Erprobung fand mit insgesamt 106 Kindern aus sieben 

verschiedenen Schulklassen statt. Die sieben Schulklassen waren regional verteilt auf vier 

verschiedene Kantone der deutschsprachigen Schweiz. 

Die verwendete Testversion umfasste 31 Items. Die Durchführung fand in Form eines «paper 

and pencil»-Tests in Halbklassen zu maximal 12 Kindern statt.  

Bei den meisten Items wurde ausgehend von einer Geschichte (mit optischer Unterstützung) 

oder eines Bilds nach einem Term (einer Rechnung), einem Ergebnis (einer Zahl) oder aber 

nach beidem gefragt. 

Die erste Erprobung des Vortests wurde sowohl mit klassischer Testtheorie als auch mit Item 

Response Theorie (IRT) ausgewertet. Innerhalb der IRT wurde mit dem Rasch-Modell gear-

beitet. Die Items wurden daraufhin untersucht, ob und wie gut sie für die spätere Testauswer-

tung ins Rasch-Modell passen. Es wurden die einzelnen Item-Schwierigkeiten, die Trenn-

schärfen der einzelnen Items sowie die Passung der Items ins Rasch-Modell unter Betrach-
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tung der MSQ-Infit-Werte (berechnet mit den R-Packages eRm und TAM) analysiert. Zudem 

wurde eine Faktoranalyse gerechnet und verschiedene Reliabilitätsmasse berechnet.  

Geprüft wurde zudem auch die sprachliche Verständlichkeit der einzelnen Items. 

In dieser ersten Erprobung wurde festgestellt, dass einige Items für die Kinder nicht leicht zu 

verstehen waren. Einige Items wurden daraufhin mit einer leichten sprachlichen Überarbei-

tung versehen. Abbildung 21 zeigt ein solches Beispiel eines Items. Bei diesem Item erwies es 

sich als notwendig, die sprachliche Verfeinerung «Vier davon schenkt sie ihrem Bruder. » 

vorzunehmen. Ohne diese Ergänzung war es für einige Kinder nicht klar, ob die vier Stifte 

eine Teilmenge der zehn ursprünglichen Stifte waren oder nicht. Zu diesem Item haben die 

Kinder sowohl die Rechnungen «10-4» als auch «10+4» als passend angegeben. 

 

 

Abbildung 21: Beispiel eines Items aus der Erprobung, welches sprachlich verbessert werden musste; Quelle des 

Bilds: www.unsplash.com 

 

Einige Items erwiesen sich als sehr leicht und wurden deshalb ersetzt. 

Bei der Testerprobung zeigte sich u.a. auch, dass die Kinder die Aufgaben aufgrund des offe-

nen Fragenformats auf sehr vielfältige Art und Weise bearbeiteten. Einzelne Items wurden 

von den Kindern unterschiedlich interpretiert. Abbildung 22 zeigt ein bewährtes Item aus der 

Einzelförderung aus Scherer (2016), das sich für die Erfassung des Lernstands in der Gruppe 

als nicht geeignet erwies, weil die Kinder es nach dem Arbeitsauftrag «Finde eine passende 

Malrechnung» teilweise mit einer Multiplikation (3 · 5), teilweise mit einer Subtraktion (15 – 

4) in Verbindung brachten. Diese Reaktion der Kinder hatte eine sinnvolle Codierung in 0 und 

1 stark erschwert. 
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Abbildung 22: Beispiel eines Items aus der Erprobung, welches unterschiedlich interpretiert wurde; Quelle des 

Bilds: (Scherer, 2016) 

 

Bei einigen weiteren Items erwies es sich als notwendig, während der Erhebung auch nach der 

Anzahl und nicht nur nach dem Term zu fragen. Dies war beispielsweise beim Item in Abbil-

dung 23 der Fall (Royar et al., 2015). Bei diesem Item zeigte es sich, dass erst die zusätzliche 

Frage nach der Anzahl Eier die Aufmerksamkeit der Kinder auf die Eier lenkte. Ohne diese 

Frage wurden als passende Rechnungen auch Terme angegeben, bei welchen der Fokus auf 

den Anzahl Schachteln lag. So kamen z.B. die Kinderantworten 1+3 (Interpretation: «Eine 

offene Schachtel, drei geschlossene Schachteln. ») oder 3-1 (Interpretation: «Drei Schachteln. 

Eine davon wird geöffnet und verwendet. ») angegeben. Diese Schwierigkeit hatte bei der 

ursprünglichen Verwendung des Items mit Kindern in der 3. Klasse nicht bestanden. Die Fra-

ge lautete damals «Welche Malrechnung passt? » und mit dieser Frage war die Zweideutigkeit 

des Items natürlich nicht vorhanden. Im Projekt MALKA wurde das Item hingegen vor Ein-

führung der Multiplikation mit dem offenen Arbeitsauftrag «Finde eine passende Rechnung. » 

bearbeitet, was die dargelegte Ergänzung notwendig machte. 

Die nach der Erprobung beibehaltenen Items wurden zum Teil sprachlich angepasst und ver-

feinert, z. B. durch die zusätzliche Frage nach der «Anzahl» (siehe Beispiel in Abbildung 23). 

Einige zusätzliche Items wurden für die zweite Erprobung auch neu entwickelt.  

Der Codierleitfaden wurde so ausgestaltet, dass nicht nur das Ergebnis der angegebenen Ter-

me Relevanz hatte, sondern auch die Struktur der von den Kindern als passend angegebenen 

Terme berücksichtigt wurde. Dies führte zum Beispiel beim Eier-Bild in Abbildung 23 dazu, 

dass nur Terme mit 1 codiert wurden, die auch die im Bild dargestellte Struktur aufnahmen 

(z.B. ein Term wie «6+6+6+6», nicht aber ein Term wie z.B. «17+7» oder «30 – 6» auch 
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wenn das Ergebnis dieser Rechnungen ebenfalls 24 lautet). In einzelnen Fällen kam es vor, 

dass beim Entwurf des Codierleitfadens ein Term übersehen wurde, der ebenfalls mit 1 hätte 

codiert werden sollen. In diesen Fällen wurde der Codierleitfaden im Hinblick auf den späte-

ren Einsatz des Instruments im Projekt ergänzt.  

 

 

Abbildung 23: Beispiel eines Items aus der Erprobung, welches später ergänzt wurde; Quelle des Bilds: (Royar 

et al., 2014)  

 

Zweite Vortest-Version: erneute Erprobung, Auswertung und Anpassungen 

Basierend auf allen Erkenntnissen aus der ersten Erprobung des Vortests wurde eine zweite 

Version des Vortests entworfen, die sich in einer zweiten Erprobung bewähren sollte. Diese 

neue Vortest-Version umfasste 30 Items. Das Material wurde wiederum ergänzt durch eine 

Anleitung zur Testdurchführung und durch einen Codierleitfaden. 

Die zweite Version des Vortests wurde im Mai 2019 mit Kindern am Ende der 1. Klasse des 

Schuljahrs 2018/2019 erprobt. Auch bei dieser Durchführung kamen Testhefte zum Einsatz, 

welche die Kinder dann mit Bleistift bearbeiteten («paper and pencil»-Test). Die meisten Er-

probungen fanden in Halbklassen zu maximal 12 Kindern statt. In einzelnen Fällen wurde die 

Erprobung in der Gesamtklasse und in grösseren Kindergruppen durchgeführt, um die Mach-

barkeit auch dieser ökonomischeren Form der Testdurchführung und den Einfluss auf den 

Testverlauf zu erproben. 

Die eingesetzte zweite Version des Vortests entsprach vom Ablauf her der ersten Version, 

allerdings waren verschiedene Items aufgrund der Erfahrungen in der ersten Erprobung ersetzt 

oder verfeinert worden. Einige Items kamen neu dazu und auch die zweite Version des Tests 
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war vom Umfang her etwas länger als die angestrebte finale Version des Vortests. Neu waren 

zwei Items auf derselben Seite des in Form einer Broschüre im Format A5 gedruckten Test-

hefts abgebildet. Dieses Format hat sich bewährt. Die Verwendung von zwei Items auf jeder 

Seite führte zu keinerlei Schwierigkeiten. Mit dieser Änderung konnte die Seitenzahl des 

Testhefts von 28 auf 12 reduziert werden. Das Format wurde dann im Projekt so beibehalten. 

Die Stichprobe der zweiten Vortest-Erprobung umfasste 160 Kinder. Diese Kinder besuchten 

13 verschiedene Schulklassen. Die Schulklassen waren auf sieben verschiedene Schulhäuser 

und auf vier verschiedene Kantone aus der deutschsprachigen Schweiz verteilt. 

Aufgrund der Auswertung der Stichprobe wurden vier weitere Items aus dem Test entfernt. 

Zwei hatten sich als zu leicht erwiesen, ein weiteres hatte einen schlechten Model-Fit-Wert im 

Rasch-Modell und wurde zudem nicht in allen Klassen einwandfrei verstanden, da die Kinder 

den Begriff «Malaufgabe» mehrheitlich noch nicht kannten. Ein viertes Item wurde gestri-

chen, um einen stärkeren Fokus auf Items mit multiplikativen Strukturen zu erreichen. 

Bei einem weiteren Item wurde die Codierung verfeinert, da wiederum eine gute Kinderlö-

sung nicht vorausgesehen worden war. Diese Verfeinerung führte dazu, dass das Item besser 

ins Rasch-Modell passte. 

Auf Basis dieser zweiten Erprobung wurde der Vortest für den Einsatz im Forschungsprojekt 

in den Monaten August und September 2019 erstellt. Das Instrument umfasste somit 26 Items 

(Fragen nach Zahl und Term bei gleicher Ausgangssituation zweifach gezählt). Insgesamt 

wurden den Kindern 19 Ausgangssituationen vorgelegt. 

 

Vortest – finale Version 

In der finalen Version des Vortests kam ein Einstiegs-Item zum Operationsverständnis der 

Addition vor. Der Test umfasst weitere vier Items zum Operationsverständnis der Subtraktion 

sowie 21 Items zum Multiplikationsverständnis. Die 21 Items mit multiplikativer Struktur 

konnten alle auch durch das Nennen von passenden Additionstermen («Plusaufgaben») gelöst 

werden. 

Die einzelnen Items der finalen Version des Vortests sind im Anhang 8.2.1 zu finden. 

 

Erste Nachtest-Version: Erprobung und Auswertung 

Im Rahmen einer studentischen Masterarbeit wurde basierend auf der finalen Vortest-Version 

ein Nachtest entworfen (Strasser, 2020). Dieser war vorgesehen für das Ende der zweiten 

Klasse (Testzeitpunkt T4 im Projekt MALKA) und kam zum Einsatz, nachdem die Multipli-

kation mit allen Kindern des 2. Schuljahrs behandelt worden war. Von der Entwicklung dieses 

Nachtests wurde bereits berichtet in Florin et al. (2020). 

Als Brückenitems wurden unter den Items des Vortests vor allem solche ausgesucht, die sich 

im Vortest als besonders schwierig erwiesen hatten. Diese Wahl erfolgte in der Absicht, Items 
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zu verwenden, die dann im Nachtest – der rund acht Monate später zum Einsatz kommen soll-

te – nicht zu einfach sein würden. 

Von der Nachtest-Erprobung im Juni 2019 mit Kinder der 2. Klasse des Schuljahrs 2018/19 

wird berichtet in Strasser (2020). Diese Arbeit umfasst auch die Auswertung dieser Erprobung 

mit klassischer Testtheorie. Die Auswertung wurde im Rahmen der hier vorliegenden Arbeit 

und im Hinblick auf die Ausgestaltung des Nachtests ergänzt durch eine Überprüfung der 

Items im Hinblick auf ihre Passung ins Rasch-Modell der IRT. 

 

Anpassung des Nachtests und Einsatz im Forschungsprojekt 

Die erprobte Version des Nachtests wurde vor dem Einsatz im Forschungsprojekt MALKA in 

verschiedenen Hinsichten angepasst. Einzelne Items wurden gestrichen, insbesondere solche, 

die sich für die Kinder als sehr leicht erwiesen hatten. Das neue Item-Format mit den Multip-

le-Choice Items wurde überarbeitet und angepasst. Der erprobte Nachtest wurde so stark ge-

kürzt, dass die finale Version des Nachtests denselben Umfang wie der finale Vortest hatte. 

Der Nachtest war für Kinder am Ende der zweiten Klasse vorgesehen und wurde im Projekt 

MALKA im Frühjahr 2020 mit den Kindern am Ende der 2. Klasse eingesetzt. 

Zu diesem Zeitpunkt war die Multiplikation mit den Kindern in allen Schulklassen der Studie 

im Unterricht eingeführt, geübt und behandelt worden. Die Kinder sind am Ende der 2. Klasse 

mit dem Malpunkt vertraut und setzen ihn entsprechend auch in ihren Bearbeitungen der Auf-

gaben ein. Neu wird gegen Ende des Nachtests auch ausdrücklich nach «Malrechnungen» 

gefragt («Finde eine passende Malrechnung»). Diese Frage kam aber erst gegen Ende des 

Instruments zur Anwendung. So wurde sichergestellt, dass für die Brückenitems keine ande-

ren Instruktionen als im Vortest gegeben wurden. Es wurde darauf geachtet, dass die Auf-

merksamkeit der Kinder nicht frühzeitig auf «Malrechnungen» gelenkt wurde. 

Der im Projekt MALKA eingesetzte Nachtest umfasste 26 Items. Bei dieser Zählung wurde 

die Frage nach der Anzahl und nach dem Term bei derselben Ausgangssituation wiederum 

doppelt gezählt. Von diesen 26 Items waren 12 Brückenitems zum eingesetzten Vortest. Diese 

12 Brückenitems waren auf 7 Ausgangssituationen verteilt. Die Struktur des Tests und der 

Ablauf orientierten sich am Vortest. Die ersten 16 Items wurden den Kindern vorgelesen, wei-

tere 10 Items wurden von den Kindern selbständig bearbeitet. Im Nachtest kamen keine Items 

zum Operationsverständnis der Addition, lediglich zwei Items (eine Ausgangssituation) zum 

Operationsverständnis der Subtraktion sowie 24 Items zum Multiplikationsverständnis zum 

Einsatz. Die Items zur Multiplikation konnten weiterhin auch unter Nennung eines Additions-

terms gelöst wurden. Auch im Nachtest wurden die Kinder bei den ersten 16 Items mit der 

Aufforderung «Finde eine passende Rechnung. » beauftragt. 
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4.4.3 Beurteilung und Diskussion der Testgütekriterien 

In vielen Werken der Psychologie und der Sozialwissenschaften werden die Gütekriterien für 

einen empirischen Test beschrieben. Einig ist sich die Literatur dahingehend, dass es drei 

Hauptgütekriterien (die Objektivität, die Reliabilität und die Validität des Testinstruments) zu 

prüfen gilt und dazu verschiedene Nebengütekriterien (die Normierung, die Skalierung, die 

Ökonomie, die Nützlichkeit, die Zumutbarkeit, die Unverfälschbarkeit, die Fairness, die Ver-

gleichbarkeit und die Transparenz) ebenfalls zu beachten bleiben (Pospeschill, 2010; Moos-

brugger & Kelava, 2012; Eid & Schmidt, 2014; Bortz & Döring, 2016, S. 81 ff.). Die Litera-

tur ist sich einig hinsichtlich der drei Hauptgütekriterien, bei der Anzahl und der Beschrei-

bung der Nebengütekriterien gibt es leichte Unterschiede zwischen den verschiedenen Wer-

ken. 

Im Folgenden werden die drei Hauptgütekriterien der Testgestaltung inhaltlich kurz beschrie-

ben. Sodann wird das neu entwickelte Testinstrument im Hinblick auf diese drei Hauptkrite-

rien diskutiert. 

 

Objektivität 

Das Testgütekriterium der Objektivität stellt sicher, dass die Testleistungen verschiedener 

Probanden vergleichbar sind. Um Objektivität eines Erhebungsinstruments zu erreichen, ist es 

notwendig, dass das Ergebnis der Messung (des gemessenen Merkmals) unabhängig ist von 

der Person, welche den Test leitet, und auch unabhängig ist von der Person, welche den Test 

auswertet (Moosbrugger & Kelava, 2012, S. 8 ff.). Es werden in der Fachliteratur typischer-

weise drei Aspekte der Objektivität unterschieden: die Durchführungsobjektivität, die Aus-

wertungsobjektivität und die Interpretationsobjektivität. 

Die Objektivität wurde in der Testentwicklung und in der Anwendung des Erhebungsinstru-

ments im Projekt sichergestellt, indem eine präzise und detaillierte Testanleitung an die test-

leitenden Personen abgegeben wurde (Durchführungsobjektivität). Diese Testanleitung wurde 

an den Testleitungsschulungen eingehend besprochen. Sämtliche testleitenden Personen ha-

ben diese Schulungsveranstaltungen besucht. Im Falle von Absenzen fanden zusätzliche Tref-

fen statt, bei denen diese Schulung im Einzelgespräch nachgeholt wurde. Die Gesamttestdauer 

wurde vorgegeben und pro Item wurde eine zeitliche Vorgabe gemacht. Klassengrössen wa-

ren im Voraus festgelegt. Die Auswertungsobjektivität wurde sichergestellt, indem den test-

leitenden Personen eine präzise und detaillierte Codieranleitung ausgehändigt wurde. Auch 

diese wurde an den Schulungen vorgängig mit sämtlichen Personen, welche Testleitungen 

vornahmen, besprochen. Zudem wurden alle korrigierten Testhefte von einer Zweitperson 

begutachtet und die Erstkorrektur gegebenenfalls angepasst. Die Testleitung war angehalten, 

allfällige Unklarheiten zu markieren, um eine einheitliche Handhabe in allen Fällen sicherzu-

stellen. Viele der eingesetzten Hilfskräfte kamen zudem zu verschiedenen Testzeitpunkten 

zum Einsatz, so dass sie sich an das Material und die Art der Korrektur und des Arbeitens 

gewöhnen konnten. Dies stellte auch eine Auswertungsobjektivität über die Zeit sicher. Einige 

der eingesetzten Hilfskräfte waren auch Projektmitarbeitende und viele der eingesetzten Per-

sonen kannten sich persönlich, was eine Absprache und einen Abgleich vereinfachte und dazu 
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führte, dass die offenen Fragen und etwaige Unklarheiten schnell ihren Weg zu den zuständi-

gen Projektmitarbeitenden fanden und dort geklärt werden konnten. 

Die Interpretation der Ergebnisse erfolgt theoriegeleitet (Anlehnung an die Fähigkeit der Kin-

der, den Darstellungswechsel vorzunehmen). Innerhalb des vorliegenden Testinstruments 

wurden sämtliche Leistungen der Kinder einheitlich interpretiert.  

Im Rahmen des Forschungsprojekts wurde also mit präzisen Vorgaben (Testanleitung, Co-

dieranleitung), Testleitungsschulungen und optimierten Abläufen die Objektivität des Testab-

laufs sichergestellt. 

 

Reliabilität 

Ein Testinstrument wird dann als reliabel bezeichnet, wenn der Messfehler bei den Messun-

gen durch das Testinstrument gering ist. Wissenschaftliche Instrumente zur Erfassung der 

Reliabilität gibt es verschiedene. Es kann z.B. die Retest-Reliabilität durch mehrmalige Test-

durchführungen bestimmt werden. Weiter kann mit mehreren parallelen Testungen die Paral-

leltest-Reliabilität bestimmt werden. Testhalbierungs-Reliabilität und interne Konsistenz sind 

weitere Ansätze zur Erfassung der Reliabilität eines Instruments. 

Aufgrund der Grösse des Forschungsprojekts und des Designs der Studie kamen verschiedene 

Verfahren nicht in Frage. Ein Retest war nicht denkbar aufgrund von Erinnerungseffekten bei 

den Kindern. Auch die Herstellung eines Paralleltests wäre aufgrund des Aufwands, den be-

reits die Herstellung einer einzelnen Testversion mit sich brachte, nicht möglich gewesen. 

Auch wäre es bei der vorliegenden Thematik äusserst schwierig, ausgehend von einem Test-

instrument exakt gleich schwierige Items zu entwerfen.  

Im Rahmen des vorliegenden Projekts wurde die Reliabilität mit Hilfe der internen Konsis-

tenz (Cronbachs α) gemessen. Ergänzt wurde diese Grösse durch Reliabilitätsmasse aus der 

Item Response Theorie, so z.B. durch die WLE-Reliabilität aus der Theorie rund um das 

Rasch-Modell.  

Diese Reliabilitätsmasse erwiesen sich sowohl beim Vor- als auch beim Nachtest als hoch. In 

den Erprobungen wurden hohe Werte erreicht und auch in der Erhebung vom September 2019 

wurde für den Vortest eine interne Konsistent (Cronbachs α) von α=.89 erzielt. Die WLE-

Reliabilität des Vortests (berechnet mit dem R-package TAM) betrug .85. 

Die Erprobungen des Nachtests wiesen bereits einen Wert von α=.89 auf und bei der Haupt-

durchführung des Nachtests wurde wiederum für Cronbachs α ein Wert von α=.89 gemessen. 

Die WLE-Reliabilität des Nachtests (berechnet mit dem R-package TAM) betrug .82. 

 

Validität  

Das wichtigste Testgütekriterium ist jenes der Validität. Die Validität stellt sich der Frage, ob 

ein Testinstrument auch wirklich dasjenige misst, was es zu messen behauptet. Die Validität 

ist aber häufig – und dies auch im hier vorliegenden Fall – wenn auch das wichtigste so auch 
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dasjenige Gütekriterium, das am schwierigsten zu belegen ist. Zur wissenschaftlichen Erfas-

sung der Validität wird dieser Begriff unterteilt und näher beschrieben mit den Begrifflichkei-

ten der Inhaltsvalidität, Augenscheinvalidität, Konstruktvalidität und Kriteriumsvalidität. In-

nerhalb der Konstruktvalidität kann unterschieden werden zwischen den Facetten konvergen-

ter und diskriminanter Validität (Moosbrugger & Kelava, 2012; Eid & Schmidt, 2014). 

Die Inhaltsvalidität muss häufig theoriebasiert und von Experten geprüft und beurteilt werden. 

Die Augenscheinvalidität umfasst das Ausmass, in welchem die Validität auch von Laien auf 

einen ersten Augenschein hin für gegeben, d.h. die Messungen des Testinstruments für plau-

sibel gehalten werden.  

Die konvergente und die diskriminante Validität können quantitativ, z.B. mit Hilfe von Korre-

lationen der Testergebnisse mit anderen Tests erfasst werden. Diese anderen Tests können 

etwas ähnliches («konvergente Validität») oder etwas ganz anderes («diskriminante Validi-

tät») messen. 

Im vorliegenden Fall wurde die Validität des Testinstruments dadurch geprüft, dass verschie-

dene Expertinnen und Experten sich viele der erprobten Testversionen immer wieder angese-

hen und kommentiert haben. Das Testinstrument wurde dabei als ein Test des Operationsver-

ständnisses im Sinne der Literatur eingeschätzt.  

Inhaltliche Aspekte, die dies hätten gefährden können, wurden eliminiert oder dort, wo dies 

nicht möglich war, so weit wie möglich reduziert. Beispielsweise wurde darauf geachtet, dass 

keine allzu hohen Zahlenwerte in den Testaufgaben vorkommen, damit die Bearbeitung durch 

die Kinder nicht am Zahlen- oder am Stellenwertverständnis scheitern würde. So sollte si-

chergestellt werden, dass es wirklich bei einer Messung des Operationsverständnisses bleibt. 

Auch wurden der sprachliche Teil und die verwendeten Sätze möglichst kurz und klar formu-

liert und das Vokabular möglichst vereinfacht, damit das Testergebnis nicht (oder zumindest 

nicht allzu sehr) vom Sprachverständnis der Kinder beeinflusst wird. Die Items wurden so 

stark wie möglich mit optischer Unterstützung ausgestattet, auch wenn diese zum Teil redun-

dante (d.h. auch im Textteil vorkommende) Informationen enthielten. Die Aufgaben wurden 

den Kindern im ersten Teil des Tests zweimal vorgelesen, um zu verhindern, dass die auditi-

ven Speicherfähigkeiten einen zu grossen Einfluss auf den Test haben könnten. Die Aufgaben 

im zweiten Teil des Tests waren so gestaltet, dass minimale Lesekompetenzen notwendig 

waren.  

Immer wieder wurden über einen Verlauf von rund 18 Monaten Rückmeldungen von Exper-

tinnen und Experten (Professorinnen, Professoren, Dozierenden und Lehrpersonen) aufge-

nommen und in den Testinstrumenten berücksichtigt. 

Die Augenscheinvalidität war ebenfalls gegeben, denn die Hilfskräfte, welche als testleitende 

Personen zum Einsatz kamen, haben den Test nach kurzer Einführung zum Konstrukt «Opera-

tionsverständnis» für plausibel und vernünftig gehalten. Verschiedene Gespräche mit studen-

tischen Hilfskräften und Mitarbeitenden des Projektteams führten zu diesem Fazit. 

Eine einschränkende Klammerbemerkung zum Testinstrument soll noch einmal gemacht wer-

den: Das vorliegende Testinstrument erfasst − aus den bereits dargelegten Gründen der 
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Testökonomie und der Machbarkeit – lediglich die Übersetzungsrichtung des «Mathematisie-

rens» (Übersetzung «zum Term hin»). Das Konstrukt Operationsverständnis wird aber − wie 

bereits dargelegt − in der Literatur beschrieben als Fähigkeit zum Darstellungswechsel in bei-

de Richtungen. Inwieweit die gemessene Richtung des Mathematisierens repräsentativ für das 

Gesamtkonstrukt ist, bleibt offen. Die Untersuchungen dazu sind gering an der Zahl und lie-

fern zum Teil auch Widersprüchliches.  

Zwecks Belegung der Validität des Erhebungsinstruments wurden Zusammenhangsmasse 

erfasst. Die Ergebnisse dieser Berechnungen sind in Kapitel 5.6 wiedergegeben.  

Im Hinblick auf die faktorielle Validität wurden die Ergebnisse der Erhebungen auch einer 

exploratorischen Faktoranalyse unterzogen. Auf diese Art lässt es sich prüfen, ob bei der Er-

hebung ein eindimensionales oder ein mehrdimensionales Konstrukt erfasst wurde (Moos-

brugger & Kelava, 2012, S. 162). Die Ergebnisse dieser Analyse sind in Kapitel 5.3 festgehal-

ten. 
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4.4.4 Einschränkungen des Geltungsbereichs 

Im vorhergehenden Kapitel wurde dargelegt, dass ein Erhebungsinstrument von ausreichender 

Testgüte entwickelt und eingesetzt wurde. Trotz diesen Ausführungen unterliegt das Instru-

ment einigen Einschränkungen, welche im Folgenden ausgeführt werden und deren man sich 

bei einer allfälligen Replikation bewusst sein sollte. Die Diskussion des neuen Erhebungsin-

struments für das Multiplikationsverständnis wird auch im Lichte der vorliegenden Ergebnis-

se in Kapitel 7.1 noch einmal aufgenommen.  

 

Kinder in der zweiten Primarschulklasse 

Beide Versionen (Vor- und Nachtest) des Erhebungsinstruments zur Erfassung des Multipli-

kationsverständnisses sind eigens für das Forschungsprojekt MALKA entwickelt worden. 

Von Beginn weg war klar, dass die Multiplikation untersucht werden sollte. 

Eine Eigenheit dieses Projekts war, dass der Vortest vor Behandlung der Multiplikation im 

Unterricht eingesetzt werden sollte. Der Nachtest kam dann nach Behandlung der Multiplika-

tion im Unterricht zum Einsatz und sollte eine ausreichende Menge an Brückenitems aufwei-

sen. 

Dieses Forschungsdesign hat sich auf die Ausgestaltung der Erhebungsinstrumente stark nie-

dergeschlagen. Das vorliegende Erhebungsinstrument mit den beiden Versionen Vor- und 

Nachtest eignet sich also vor allem für eine Längsschnittuntersuchung von Kindern in der 

zweiten Primarschulklasse.  

Für Kinder in späteren Schulklassen wären andere, anspruchsvollere Items notwendig. Auch 

für Querschnittuntersuchungen am Ende der zweiten Klasse könnten die Items anders gewählt 

werden, denn die Restriktion von Brückenitems mit einer früheren Version würde entfallen. 

Wird das vorliegende Erhebungsinstrument für weitere Untersuchungen verwendet, so sollten 

diese Aspekte des Instruments bedacht und berücksichtigt werden. 

 

Nur eine Übersetzungsrichtung 

Aus Gründen der Testökonomie wurde durch das vorliegende Erhebungsinstrument nur die 

Übersetzungsrichtung «zum Term hin» geprüft. Dies stellt eine Vereinfachung des Konstrukts 

Operations- bzw. Multiplikationsverständnis dar. In dieser Arbeit wurde aus den dargelegten 

Gründen bewusst darauf verzichtet, die andere Übersetzungsrichtung «vom Term weg» (das 

«Interpretieren» bzw. das «Entmathematisieren») zu erheben.  

Wollte man auch diese zweite Übersetzungsrichtung erfassen, so wären vermutlich Interviews 

mit einzelnen Kindern notwendig. In Studien mit einer tieferen Kinderanzahl könnte dies ins 

Auge gefasst werden. Zu beachten bleibt dann auch der zeitliche Aufwand, der mit einer sol-

chen Studie einherginge. 
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Vereinfachungen bei der Codierung 

Die finale Codierung der Items in diesem Erhebungsinstrument war eine dichotome Codie-

rung. Auch wenn einige Sondercodes verwendet wurden, so wurden die Bearbeitungen der 

Kinder letztlich mit 0 oder mit 1 codiert. Mit einer solchen Codierung sind Vereinfachungen 

verbunden, die eine quantitative Auswertung erleichtern bzw. überhaupt erst ermöglichen.  

Bewusst sein sollte man sich, dass eine solche Vereinfachung in einigen Fällen der Kinder-

leistung nicht ganz gerecht werden kann. Diese Einschränkung gilt auch dann, wenn sehr viel 

Arbeit und Energie in einen ausgeklügelten Codierleitfaden investiert wird. Eine der beson-

ders schönen Erfahrungen in diesem Forschungsprojekt war es, zu erleben, wie man als For-

scher immer wieder mit schlichten und guten Antworten von den Kindern überrascht – um 

nicht zu sagen «überlistet» − wurde.  

 

 

Abbildung 24: Beispiel eines Items, das überraschende Kinderlösungen hervorbrachte. 

 

Ohne Zweifel sind auch in unserem Projekt einige reichhaltige und gut begründete Kinderbei-

träge unentdeckt geblieben. Stellvertretend für viele überraschende Antworten von unbe-

schwerten Kindern wird hier eine Antwort von zwei Kindern ausgeführt. Die beiden Kinder 

haben auf das Schokoladen-Item 5a aus dem Vortest auf die Frage «Wie viele Stücke Schoko-

lade hat die Tafel? » mit der Zahl «1» geantwortet. Schliesslich hat die Schokolade ja keine 

Bruchstellen und Risse und besteht aus einem einzigen Stück. Bei der Antwort der Kinder 

handelt es sich um eine nachvollziehbare und korrekte Antwort, die aber nicht der ursprüngli-

chen Absicht des Erhebungsinstruments entsprach. Auch wenn diese beiden Beantwortungen 

bei 2 von 1’084 Kindern bei der quantitativen Auswertung nicht ins Gewicht fällt, so illus-

triert sie doch eine Problematik, die bei der Ausgestaltung dieses Erhebungsinstruments im-

mer wieder aufkam. Kinder können mit überraschenden, unbelasteten und durchaus korrekten 

Reaktionen die Forscher «überlisten». Der nachträgliche Verbesserungsvorschlag für dieses 

Item würde nun lauten «Wie viele kleine Stücke Schokolade hat die Tafel? ». 
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Einschränkung auf den deutschsprachigen Raum 

Natürlich können die Items auch nicht ohne Weiteres auf andere Sprachräume übertragen 

werden. Bereits die Anweisungen in hochdeutscher Sprache mit Kindern aus der Schweiz, 

welche mit einem Teil des Vokabulars (z.B. Worte wie «Murmeln») nicht vertraut sind, er-

fordert Feingefühl. Die Vermeidung von Zungenbrechern und/oder von Mehrdeutigkeiten 

würde in einer anderen Sprache von Neuem beginnen. 

 

Bemerkung zur Sensibilität des Erhebungsinstruments 

Wie sich in Kapitel 6 zeigen wird, wies das neue Erhebungsinstrument im Gegensatz zum 

standardisierten Instrument «BASIS-MATH» eine geringere Sensibilität auf. Mit dem Instru-

ment für das Multiplikationsverständnis war es nicht im selben Masse wie mit dem Instrument 

«BASIS-MATH» möglich, Unterschiede zwischen Stärkegruppen bei den untersuchten Kin-

dern zu orten. Diese «Schwäche» des Erhebungsinstruments wird in der Diskussion in Kapitel 

7.1 noch einmal aufgenommen. Zu erwähnen bleibt, dass sich dieses Phänomen bisher erst in 

dieser ersten Studie auf diese Art gezeigt hat. 

Ein zweites kritisches Element des neuen Erhebungsinstruments ist der Deckeneffekt, der sich 

für die Brückenitems im Nachtest gezeigt hat. Dass sich dieser auch im Schuljahr 2019/20 

gezeigt hat, lässt vermuten, dass dieser Deckeneffekt in einem regulären Schuljahr (ohne 

Schulschliessung) noch stärker auftreten würde. Für eine zukünftige Verwendung des Erhe-

bungsinstruments müsste also diesen Brückenitems noch einmal Aufmerksamkeit geschenkt 

werden, allenfalls müsste – für den Einsatz in einer Längsschnittstudie − auf Brückenitems 

auch verzichtet werden. 
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4.4.5 Vor- und Nachtest «Multiplikationsverständnis» 

Mit einer operationalen Definition eines Konstrukts wird diesem Konstrukt eine Bedeutung 

zugemessen, die eine Erfassung im Rahmen eines Erhebungsinstruments erlaubt (D. H. Rost, 

2007, S. 55). Sowohl im Vor- als auch im Nachtest wurde das Operationsverständnis operati-

onalisiert basierend auf der Theorie, die im theoretischen Teil dieser Arbeit in Kapitel 2 dar-

gelegt wurde.  

Es sollte erfasst werden, ob die Kinder die jeweiligen Übersetzungsleistungen zwischen un-

terschiedlichen Darstellungen erbringen können. Dabei sollten bewusst auch Aufgaben zu 

unterschiedlichen inhaltlichen Grundvorstellungen verwendet werden sowie Strukturierungs-

fähigkeiten bzw. Aufgaben mit Punktefeldern einfliessen. Die Kinder sollten ihre Fähigkeiten 

zu Übersetzungsleitungen und Darstellungswechseln an einer möglichst vielfältigen und breit 

abgestützten Aufgabensammlung unter Beweis stellen können. Es sollten die verschiedenen 

Aspekte des Konstrukts Operationsverständnis einfliessen, die in Kapitel 2.2 beschrieben und 

auch im Fördermaterial (siehe Kapitel 4.3.4) Eingang gefunden hatten. 

Dabei galt es aber immer auch zu beachten, dass dieses Erhebungsinstrument mit der Auffor-

derung «Finde eine passende Rechnung. » einen neuartigen und zumindest im Vortest viel-

leicht auch überraschenden Aufgabentyp enthielt. Instruktionen an die Kinder durften nicht zu 

komplex werden und die einzelnen Items sollten so ausgestaltet sein, dass im Laufe der Test-

durchführung nicht zu viele Formatwechsel auftreten würden. Zudem war es ein Anspruch an 

den Testablauf, dass die Kinder einen Teil des Hefts auch selbständig in ihrem eigenen Tem-

po bearbeiten konnten. Dies wurde den Kindern sowohl im Vor- als auch im Nachtest in der 

zweiten Testhälfte ermöglicht, erforderte aber auch eine entsprechende Ausgestaltung der 

Items. Die schriftliche Anweisung bei diesen Items musste beispielsweise kurz und klar sein, 

damit das Lösen der Items nicht an den Lesefähigkeiten der Kinder scheitern würde.  

Auch sollte die Bearbeitung der Items nicht an den auditiven Speicherfähigkeiten der Kinder 

scheitern, was v.a. bei der zeitlich-sukzessiven Grundvorstellung zu Schwierigkeiten führte. 

Diese Schwierigkeit führte letztlich dazu, dass die verschiedenen inhaltlichen Grundvorstel-

lungen bei der Multiplikation nicht sehr ausgewogen im Erhebungsinstrument abgebildet 

wurden. Das Item «Korb» war letztlich das einzige Item der Multiplikation, welches die zeit-

lich-sukzessive Grundvorstellung abdeckte. Bei den (wenigen) Items zur Addition und Sub-

traktion war es einfacher, verschiedene Grundvorstellungen zu berücksichtigen.   

In diesem Kapitel werden nun die verwendeten Versionen des Vor- und des Nachtests be-

schrieben. Der Inhalt der Testhefte ist im Anhang 8.2 zu finden. Zu einer kompletten Doku-

mentation der Testversionen gehören aber auch die jeweiligen Anleitungen für die Testleitung 

(auf Anfrage an der PH FHNW verfügbar) sowie die jeweiligen Codieranleitungen, welche 

ebenfalls im Anhang 8.2 dieser Arbeit enthalten sind.  

 

Vortest 

Der Vortest war so ausgestaltet, dass er mit etwas zeitlicher Reserve von allen Kindern in 

einer Lektion bearbeitet werden konnte. Er wurde ausschliesslich mit den Kindern in den 2. 
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Klassen des Schuljahrs 2019/20 im Klassenverband (als «Gruppentest») durchgeführt, sofern 

die Kinderzahl der jeweiligen Klasse unter 20 lag. Grössere Klassen wurden für die Test-

durchführung in zwei Halbklassen aufgeteilt.  

Der Test begann mit genauen Anweisungen an die Kinder für den Testablauf. Diese Anwei-

sung umfasste auch zwei einführende Beispiele von Items, die dazu dienten, die Kinder mit 

dem Itemformat vertraut zu machen. Diese Beispiele wurden nicht korrigiert und bewertet. 

Nach den zwei einführenden Beispielen wurden die 10 Ausgangssituationen (für die ersten 17 

Items) von der Testleitung zweimal langsam und deutlich vorgelesen. Die Kinder erhielten für 

jedes Item ausreichend Bearbeitungszeit. Diese Bearbeitungszeit lag bei etwa 30 Sekunden 

pro Item bzw. bei 45 Sekunden für Items, bei denen sowohl eine Zahl als auch eine Rechnung 

angegeben werden musste. Leitend war dabei der Auftrag «Finde eine passende Rechnung. » 

Sowie die Anweisung «Schreibe eine passende Rechnung ins Kästchen. Auf die Linie kommt 

eine Zahl. » 

Die letzten 9 Ausgangssituationen (9 Items) wurden von den Kindern selbständig gelöst. 

 

Weitere Testverarbeitung und Codierung 

Der Vortest wurde von der Testleitung gemäss dem abgegebenen und in der Testleitungsschu-

lung besprochenen Codierleitfaden korrigiert. Diese Korrektur wurde von einer Zweitperson 

gegengelesen und die finalen Werte dann elektronisch für die weitere Analyse erfasst. Dafür 

wurde eine FileMaker-Eingabemaske für dieses Instrument entworfen und eingesetzt. Sodann 

wurde die FileMaker-Datei in andere elektronische Formate übertragen und in Excel, SPSS 

und RStudio bearbeitet. 

Sowohl im Vor- als auch im Nachtest sollte das Operationsverständnis der Kinder und nicht 

deren Rechenfähigkeiten geprüft werden. Erfasst wurde bei der Mehrzahl der Items die ange-

messene Übersetzungsleistung einer Geschichte bzw. eines Bilds in einen Term. Passende 

Terme wurden mit 1, unpassende Terme 0 codiert. Notwendig für eine Codierung mit 1 war 

nicht nur ein Term mit einem richtigen Ergebnis, sondern einer, der auch die Struktur der vor-

gegebenen Geschichte in wünschenswerter Weise erfasste.  

Einzelne frühe Sondercodes für Verwechslung der 6 mit der 9 oder für das Vertauschen von 

Ziffern, wie z.B. 42 statt 24 wurden nach einer Expertendiskussion umcodiert in 0 und 1 (sie-

he Kapitel 5.1.1). 

Bei den Fragen nach einer Zahl wurde die richtige Zahl mit 1, andere Zahlen mit 0 codiert. 

 

Nachtest 

Der Ablauf des Nachtests entsprach demjenigen des Vortests. Die Anweisungen an die Kinder 

waren dieselben. Der Test begann ebenfalls mit zwei einleitenden Beispielen. Der erste Teil 

des Tests wurde zusammen mit den Kindern bearbeitet, d.h. die testleitende Person hat die 

Items zweimal langsam vorgelesen und den Kindern bei jedem Item jeweils ausreichend Zeit 
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für die Bearbeitung zugestanden. Der letzte Teil des Tests wurde von den Kindern eigenstän-

dig bearbeitet. 

Ein neu eingeführtes Format waren die beiden Multiple-Choice-Aufgaben auf der Rückseite 

des Testhefts (Items 25 und 26, siehe Anhang 0). 

Das Instrument wurde wiederum mit 0 und 1 codiert und auf dieselbe Art korrigiert, gegen-

korrigiert und in eine elektronische Version umgewandelt wie der Vortest. 

Sondercodes und deren Umwandlung werden in Kapitel 5.1.1 beschrieben. 

 

Brückenitems 

Teil der beiden beschriebenen Versionen (Vor- und Nachtest) sind die folgenden 12 Brücke-

nitems, welche für die Messungen des Lernzuwachses im Längsschnitt (siehe Kapitel 6) ver-

wendet werden. Bei den Brückenitems («Ankeritems») handelt es sich um Items, die in bei-

den Testversionen in identischer Form vorkommen. 

 

Tabelle 7: Liste der Brückenitems 

Brückenitem Item-Nr. im Vortest Item-Nr. im Nachtest 

Stifte 2 7 

Autos (Zahl) 4a 1a 

Autos (Rechnung) 4b 1b 

Bücher (Zahl) 6a 3a 

Bücher (Rechnung) 6b 3b 

Stühle (Zahl) 8a 8a 

Stühle (Rechnung) 8b 8b 

Korb (Zahl) 10a 5a 

Korb (Rechnung) 10b 5b 

Füsse 13 13 

Beeren (3 Teller) 14 11 

Beeren (7 Teller) 15 12 
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4.5 Auswertungsmethoden  

Die dieser Arbeit zugrunde liegenden testtheoretischen Modelle entstammen sowohl der klas-

sischen Testtheorie als auch der Item Response Theorie. Aus der Item Response Theorie wur-

de insbesondere das eindimensionale Rasch-Modell verwendet. Eine Einführung in die Test-

theorie und die jeweiligen Modelle findet sich in verschiedenen Lehrbüchern (J. Rost, 2004; 

Kubinger et al., 2011; Moosbrugger & Kelava, 2012; Eid & Schmidt, 2014; Strobl, 2015; 

Bühner & Ziegler, 2017; Eid et al., 2017). Im folgenden Kapitel 4.5.1 erfolgt daher eine Be-

schreibung der klassischen Testtheorie in kürzester Form. 

Etwas eingehender wird das Rasch-Modell aus der Item Response Theorie in Kapitel 4.5.2 

beschrieben. Für die Einordnung des Rasch-Modells erfolgt auch ein Vergleich mit dem Birn-

baum-Modell, das für diese Arbeit aber nicht verwendet wurde. 

Nebst den üblichen Selektionskriterien aus der klassischen Testtheorie wurden die Items des 

Erhebungsinstruments für das Multiplikationsverständnis vor allem auch im Hinblick auf un-

terschiedliche Wirkungsweise («Differential Item Functioning») untersucht (Koller et al., 

2012; Strobl, 2015; Trendtel, Schwabe, et al., 2016). 

Für die Auswertung im Längsschnitt wurden auch Mehrebenenmodelle bzw. Mehrebenenana-

lysen herangezogen. Einführung und Beschreibung zu dieser Thematik findet sich u.a. in Dit-

ton (1998), Engel (1998), Raudenbush & Bryk (2002), Langer (2009), Snijders & Bosker 

(2012) und Finch et al. (2019). Diese Art der Analyse wird in Kapitel 4.5.5 beschrieben. Die 

Ergebnisse und die unter Verwendung dieser Theorien erzielten Auswertungen werden dann 

in Kapitel 6 ausgeführt. 

Die Auswertungen erfolgten mehrheitlich mit der Software R (Luhmann, 2015; Breit & 

Schreiner, 2016; Baker, 2017) und verschiedenen Packages für diese Software, so z.B. (Mair 

et al., 2020; Revelle, 2020; Robitzsch et al., 2020). Ergänzend wurde an einigen Stellen auch 

mit SPSS (Brosius, 2013; Field, 2013) und mit Microsoft Excel gearbeitet. 

 

4.5.1 Klassische Testtheorie 

Bei der klassischen Testtheorie (KTT) handelt es sich um eine Theorie basierend auf einem 

Modell für die gemachten Beobachtungen. In diesem Modell wird davon ausgegangen, dass 

die für eine Person v beim Item i gemachten Beobachtungen sich aus zwei Summanden zu-

sammensetzen. Die Summanden sind der Erwartungswert der Person v beim Lösen des Items 

i sowie der Messfehler dieser Beobachtung. Die klassische Testtheorie wird deshalb auch eine 

Messfehler-Theorie genannt (Moosbrugger & Kelava, 2012, S. 104 ff.). Für die Beobachtung 

xvi des Ergebnisses der Person v am Item i gilt also gemäss dieser Theorie: 

xvi = τvi + εvi 

wobei τvi gleich dem Erwartungswert des Ergebnisses der Person v für das Item i ist und εvi 

für den Messfehler dieser Person für dasselbe Item i steht. 
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Die Axiome der klassischen Testtheorie besagen, dass für jede Person und jedes Item der Er-

wartungswert xvi existiert (Existenzaxiom) und dass sich der Erwartungswert und der Fehler-

term in der obigen additiven Form kombinieren lassen (Verknüpfungsaxiom). Aus diesen 

beiden Axiomen kann gefolgert werden, dass der Fehlerterm den Erwartungswert 0 hat. Zu-

dem wird bei diesem Modell davon ausgegangen, dass die beiden Grössen τvi und εvi nicht 

korreliert sind (Unabhängigkeitsaxiom). 

Auf diesen Grundannahmen wurde die klassische Testtheorie entwickelt. Sie fand lange Zeit 

und nach wie vor weite Verbreitung und ist in vielen Anwendungsfeldern präsent. Die Theo-

rie wird darum «klassisch» genannt, weil sie schon seit langer Zeit in Gebrauch ist (Pospe-

schill, 2010; Moosbrugger & Kelava, 2012).  

Im Rahmen der klassischen Testtheorie werden die Grössen Item-Schwierigkeit, Itemvarianz 

und Itemtrennschärfe sowie auch das Reliabilitätsmass Cronbachs α berechnet. Die Item-

Schwierigkeit ergibt sich bei dichotom codierten Items − wie sie für diese Arbeit vorliegen – 

im Wesentlichen aus dem Verhältnis der mit 1 codierten Antworten zur Summe aller mit 0 

oder 1 codierten Antworten. Je höher die Item-Schwierigkeit ist, desto leichter ist das Item. 

Die Itemtrennschärfe für ein Item gibt die Korrelation des Items mit dem restlichen Test an. 

Dieser Wert sollte nicht zu hoch und nicht zu klein sein, sonst würde das Item entweder keine 

neue zusätzliche Information liefern oder aber etwas anderes messen als der restliche Test. 

Cronbachs α misst die interne Konsistenz des Testinstruments. Dieser Wert sollte möglichst 

hoch, d.h. möglichst nahe bei 1 zu liegen kommen. 

Für die Analyse des neuen Erhebungsinstruments kommt eine exploratorische Faktoranalyse 

mit Hauptkomponentenanalyse zur Anwendung (Eid et al., 2017, S. 920 ff., 932 ff.; Schwein-

berger, 2018). 

Die Grössen der KTT lassen sich mit der Software SPSS der Firma IBM oder auch mit der 

Open-Source-Software R bestimmen. Auswertungen und weitere Einzelheiten hierzu folgen 

im Ergebnisteil in Kapitel 6. 

 

4.5.2 Item Response Theorie (IRT) 

In jüngerer Zeit wurde die klassische Testtheorie in den Sozialwissenschaften immer häufiger 

ergänzt durch unterschiedliche Modelle der Item Response Theorie (IRT). Diese Theorie wird 

auch Probabilistische Testtheorie (PTT) genannt, weil sie von verschiedenen Wahrscheinlich-

keitsverteilungen für die Lösung bzw. Beantwortung der einzelnen Items ausgeht. Die Item 

Response Theorie ergänzt die bewährte klassische Testtheorie, soll diese aber nicht gänzlich 

ersetzen oder ablösen. Einführungen zu dieser Theorie finden sich in vielen Lehrmitteln, u.a. 

auch in Pospeschill (2010, S. 114 ff.) und in Moosbrugger & Kelava (2012, S. 227 ff.). Im 

Gegensatz zur klassischen Testtheorie geht die IRT von latenten Variablen aus, die mittels 

Beobachtungen geschätzt werden können. Zentral sind Annahmen über die Wahrscheinlich-

keitsverteilungen für die Lösung bzw. Beantwortung der Items durch die verschiedenen Per-

sonen. Modelle der IRT gibt es verschiedene. Die Anzahl und die Bedeutung der verwendeten 
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latenten Variablen hängen vom jeweiligen Modell ab. Sie können von Modell zu Modell sehr 

unterschiedlich sein. 

Als ein weit verbreitetes und beliebtes Modell aus der IRT hat sich das dichotome Rasch-

Modell etabliert (Pospeschill, 2010, S. 122 ff.; Moosbrugger & Kelava, 2012, S. 236 ff.; Eid 

& Schmidt, 2014, S. 144 ff.; Strobl, 2015). Dieses wird auch 1PL oder Einparameter-

Logistisches Modell genannt und weist für die Auswertungen aufgrund seiner Einfachheit 

besonders angenehme Eigenschaften auf. Im Rahmen dieser Arbeit wird aus der IRT aus-

schliesslich dieses Modell verwendet, weshalb dieses im Folgenden etwas eingehender be-

leuchtet werden soll.  

 

Das dichotome Rasch Modell 

Das dichotome Rasch-Modell geht von den beiden latenten Variablen «Personenfähigkeit» 

und «Item-Schwierigkeit» aus. Diese beiden Grössen werden aufgrund von gemachten Be-

obachtungen für die verschiedenen Personen und für alle Items geschätzt. Die Personenfähig-

keit ist eine Eigenschaft der Person und hängt nicht vom jeweiligen Item ab. Sie beeinflusst 

aber das Ergebnis der Person bei der Bearbeitung der einzelnen Items. 

Typischerweise kommen in der Praxis für die Schätzung der Personenfähigkeit und der Item-

Schwierigkeit Schätzverfahren aus der Gruppe der Maximum-Likelihood-Methoden zur An-

wendung (Long, 2012, S. 191 ff.; Trendtel, Pham, et al., 2016, S. 191 ff.). Bei diesen Metho-

den wird unter den möglichen Werten für die Personen- und die Item-Schwierigkeit diejenige 

Kombination gesucht, unter welchen – bei gegebenen gemachten Beobachtungen – eben die-

sen Beobachtungen die grösstmögliche Wahrscheinlichkeit zukommt. Es kommen hierfür 

Computerprogramme mit iterativen Suchalgorithmen unterschiedlicher Art zur Anwendung. 

Die Ergebnisse der verschiedenen Programme können sich dabei unterscheiden. Grund dafür 

kann z.B. sein, dass die gesuchte Parameterkombination nicht eindeutig ist oder dass der Al-

gorithmus aus strukturellen Gründen bei den gemachten Beobachtungen nicht optimal kon-

vergiert.  

In dieser Arbeit werden für die Suchprozesse die frei erhältlichen und vielfach verwendeten 

R-packages (z.B. eRm, TAM, difR) verwendet, in welchen unterschiedliche Algorithmen im-

plementiert sind. 

In dieser Arbeit kommt als Schätzmethode auch eine verbesserte Methode mit zusätzlichen 

wünschenswerten Eigenschaften zur Anwendung, bei der das Schätzverfahren eine andere 

Likelihood-Funktion maximiert und einen gewichteten («weighted») Schätzer entwickelt 

(Warm, 1989; Trendtel, Pham, et al., 2016). Die auf diese Art geschätzten Werte werden mit 

WLE für «weighted likelihood estimates» abgekürzt.  

Denkbar sind auch andere Verfahren der Parameterschätzung, so z.B. die «Expected A Poste-

riori»-Schätzmethode als auch «Plausible Values», für deren Vor- und Nachteile auf die Lite-

ratur verwiesen sei (Hartig & Kühnbach, 2006; Trendtel, Pham, et al., 2016, S. 203 f.).  
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Beim Rasch-Modell wird die Personenfähigkeit als nicht auf Anhieb oder ohne entsprechende 

Erhebung ersichtliche (latente), aber stabile Eigenschaft einer Person angesehen. Sie bildet 

also einen «Trait», im Gegensatz zu einem «State», der sich situationsabhängig oder zeitlich 

instabil äussert. 

Das Rasch-Modell ist eines der einfachsten und daher auch angenehmsten Modelle aus der 

Gruppe der Latent-Trait-Modelle. Angenehm ist es insbesondere darum, weil es verhältnis-

mässig wenige Variablen und somit Parameter aufweist.   

Nimmt man an, dass jede Person v eine Personenfähigkeit pv aufweist und jedes Item mit ei-

ner Item-Schwierigkeit βi beschrieben werden kann, dann hat unter der Annahme der Gültig-

keit des Rasch-Modells die Person v für das Item i eine Lösungswahrscheinlichkeit von 

 

P(𝑥𝑣𝑖)  =
𝑒𝑥𝑣𝑖 · (𝑝𝑣 − βi)

1 +  𝑒(𝑝𝑣 − βi)
 

 

Damit ergeben sich für jede Person und jedes Item Lösungswahrscheinlichkeitskurven (soge-

nannte ICC «Item Characteristic Curves»), deren Form in Abbildung 25 dargestellt ist. Diese 

Kurven haben alle dieselbe Form, liegen aber abhängig von der Item-Schwierigkeit an unter-

schiedlichen Stellen. 

Auf der vertikalen Achse der graphischen Darstellung kann für jede ICC die Lösungswahr-

scheinlichkeit einer Person mit entsprechender Personenfähigkeit abgelesen werden. 

Die Kurven von schwierigeren Items liegen weiter rechts. Die rote Kurve in der Abbildung 25 

beispielsweise gehört zu einem Item mit Item-Schwierigkeit β3 = 3. Eine Person mit einer 

Fähigkeit, welche der Item-Schwierigkeit entspricht (abgelesen auf derselben horizontalen 

Achse) hat jeweils eine Lösungswahrscheinlichkeit für dieses Item von genau 50%. Fähigere 

Personen sind rechts davon abzulesen und werden mit Lösungswahrscheinlichkeiten über 

50% modelliert. 

 

Abbildung 25: Drei ICCs aus dem Rasch-Modell für verschiedene Item-Schwierigkeiten aus Lechner & Niehaus 

(2010) 
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Eine der Grundannahmen des Rasch-Modells ist die Kongruenz der einzelnen ICC, welche 

auch Rasch-Homogenität genannt wird (Eid & Schmidt, 2014, S. 146).  

Mittels eines grossen Datensatzes können nun die Fähigkeitsparameter für die einzelnen Per-

sonen, vor allem aber auch die einzelnen Item-Schwierigkeiten geschätzt werden. Bei der 

Testentwicklung und auch bei der Testauswertung kann geprüft werden, ob einzelne Items ins 

Rasch-Modell passen, indem rechnerisch eruiert wird, ob die ICCs für diese Items die obige 

Form annehmen. 

Einzelne geschätzte Kennwerte, wie z.B. die Mean-Square-Infit-Werte («MSQ-Infit-Werte») 

der einzelnen Items zeigen auf, wie sehr die Daten zum Rasch-Modell passen, d.h. inwiefern 

die einzelnen ICCs zumindest annäherungsweise parallel verlaufen. Dieser Wert, der als Mass 

für die Steigung der geschätzten Kurve bei ihrem Wendepunkt verstanden werden kann, sollte 

für die einzelnen Items zwischen 0.7 und 1.3, wenn möglich aber zwischen 0.8 und 1.2 liegen, 

auch wenn in der Literatur zum Teil auch grosszügigere Bandbreiten von 0.5 bis 1.5 genannt 

werden (Ames & Penfield, 2015; Trendtel, Pham, et al., 2016). Ein Wert von 1.0 bedeutet, 

dass die Kurve für dieses Item die ideale Modellform hat und optimal ins Rasch-Modell passt. 

Bei höheren Werten ist die Steigung der Kurve zu tief, bei tieferen Werten verläuft die für 

dieses Item geschätzte Kurve zu steil. Bei tiefen Werten verhält sich das Item also «trenn-

schärfer» als es diejenigen Items tun, die optimal ins Rasch-Modell passen. Ein Item mit tie-

fem Wert passt also gewissermassen «zu gut» ins Modell. Hohe MSQ-Infit-Werte (d.h. flache 

ICC-Kurven) deuten darauf hin, dass die ICC-Kurve im Wendepunkt zu wenig steil verläuft 

und das Item somit zu wenig stark zwischen fähigen und weniger fähigen Personen trennt. 

Hohe Werte sind daher als etwas problematischer zu betrachten als tiefe Werte (Grob, 2018). 

Im Verlauf der Testentwicklung in dieser Arbeit wurde diese Art der Rasch-Homogenität als 

eines der Selektionskriterien für die erprobten Items verwendet. So wurde eine bessere Pas-

sung der für das Forschungsprojekt beibehaltenen Items ins Rasch-Modell erreicht. 

Die Personenfähigkeitsparameter des Rasch-Modells wurden in Kapitel 6 für die vorgenom-

menen Längsschnittanalysen herangezogen. Dieses Vorgehen hat Vorteile, auch wenn der 

Testscore aus einer Erhebung und die jeweiligen Personenfähigkeiten im Rasch-Modell in 

einem monotonen und (beinahe) linearen Zusammenhang zueinander stehen und die Unter-

schiede deshalb auf den ersten Blick gering erscheinen mögen. In Abbildung 26 wird der Zu-

sammenhang zwischen Testscore im Vortest für das Operationsverständnis (vor Entfernung 

der Items 5a und 5b, dargestellt auf der horizontalen Achse) mit der im Rasch-Modell berech-

neten Personenfähigkeit β (auf der vertikalen Achse) optisch dargestellt. Der lineare Zusam-

menhang der beiden Grössen ist mit einer Korrelation von .98 sehr hoch.  

Die Wahl dieser Parameter anstelle des Testscores aus den jeweiligen Erhebungen hat den 

Vorteil, dass Kinder im sehr hohen und im sehr tiefen Leistungsbereich modellmässig besser 

abgebildet werden (Zhao et al., 2017, S. 606). In Abbildung 26 ist dies am linken und rechten 

Ende in den Bereichen mit etwas höherer Krümmung des Funktionsgraphen zu erkennen. 
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Abbildung 26: Personenfähigkeit und Testscore; gerechnet mit den Vortest-Daten 

 

Für die hier vorliegende Arbeit wäre auch die Verwendung des Testscores vertretbar, vor al-

lem auch darum, weil lediglich zwei Messzeitpunkte für die Auswertung ausgewertet werden. 

Die Verwendung der Personenfähigkeit aus dem Rasch-Modell anstelle des Testscores bringt 

für diese Arbeit aber keinerlei Nachteile mit sich (Hartig & Frey, 2013; Zhao et al., 2017). 

 

Das dichotome Birnbaum-Modell 

Eine Alternative zur Verwendung des Rasch-Modells wäre die Wahl eines komplexeren Mo-

dells, z.B. eines Modells mit mehreren freien Parametern. Ein denkbares Modell mit einem 

zusätzlichen Parameter ist das Birnbaum-Modell (Pospeschill, 2010, S. 132 f.; Eid & Schmidt, 

2014, S. 204 ff.), welches einen Parameter mehr umfasst und darum auch «2PL» (Zweipara-

meter-Logistisches Modell) genannt wird. Der zusätzliche Parameter ermöglicht es, ICCs mit 

unterschiedlicher Steilheit im Modell zu erfassen. In Abbildung 27 sind beispielhaft drei ICCs 

aus diesem Modell abgebildet. 

Bei der Verwendung dieses Modells müssten Items nicht mehr aufgrund ihrer unerwünschten 

Steigungen eliminiert werden, denn das Modell erlaubt es, die Steigung mit einem passenden 

Modellparameter abzubilden. 

 

Abbildung 27: Drei ICCs aus dem Birnbaum-Modell für verschiedene Item-Schwierigkeiten aus Lechner & 

Niehaus (2010) 
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Die Nachteile, die mit der Verwendung des Birnbaum-Modells in Kauf genommen werden 

müssten, sind die höhere Komplexität dieses Modells und die weniger angenehmen Modellei-

genschaften. Insbesondere ginge mit der Verwendung des Birnbaum-Modells die spezifische 

Objektivität des Modells verloren. Diese Eigenschaft des Rasch-Modells umschreibt u.a. die 

Tatsache, dass der Unterschied in der Item-Schwierigkeit von zwei Items nicht davon ab-

hängt, welche Personengruppe die Items bearbeitet hat. Diese angenehme Modelleigenschaft 

ist beim Birnbaum-Modell nicht erfüllt, was sich der Darstellung in Abbildung 27 leicht ent-

nehmen lässt. Das in schwarzer Farbe dargestellte Item 1 (mit den Parametern α1 = 0.5 und β1 

= 1) ist für Personen mit tieferer Fähigkeit leichter zu lösen als das in roter Farbe dargestellte 

Item (mit den Parametern α3 = 1 und β3 = 3). Bei Personen mit sehr hoher Fähigkeit verhält es 

sich umgekehrt. 

Die Verwendung des Birnbaum-Modells für diese Arbeit wäre möglich gewesen, hätte aber 

zu Komplikationen und zusätzlichen Parametern geführt. In dieser Arbeit wurde daher mit 

dem Rasch-Modell gearbeitet. Vergleiche der Modellgüte für die beiden Modelle bestätigten, 

dass diese Entscheidung angemessen war.  

Erwähnung finden soll das Birnbaum-Modell aber deshalb, weil es aufzeigt, dass die Auswahl 

der Items mit Hinblick darauf, ob sie ins Rasch-Modell passen oder nicht, kein eigentliches 

Gütekriterium für das Item selbst darstellt. Diese Art der Auswahl von Items erleichtert ledig-

lich die spätere Auswertung mit einem Modell, das angenehme Modelleigenschaften aufweist. 

 

4.5.3 Überprüfung von Differential Item Functioning 

Ein Bestandteil der Theorie zum Rasch-Modell sind auch Werkzeuge zur Überprüfung des 

Modells und der Modellwahl. Mit solchen Werkzeugen wird der Frage nachgegangen, ob und 

wie gut die tatsächlich gesammelten Beobachtungen und Messwerte zum gewählten Modell 

passen. 

Die Überprüfung der Fit-Werte der einzelnen Items im Hinblick auf die Form ihrer ICC im 

Rasch-Modell – so wie im vorhergehenden Kapitel beschrieben – stellt ein solches Vorgehen 

dar.  

Analysen des «Differential Item Functioning» (DIF), mit denen überprüft wird, ob die Items 

in derselben Art und Weise wirken, sind ein weiteres derartiges Werkzeug. Dabei kommen 

unterschiedliche Methoden zum Einsatz, mit denen jeweils auf verschiedene Art und Weise 

geprüft wird, ob einzelne Items sich für einen Teil des beobachteten Bestands anders verhal-

ten als für einen andern. Unterschieden werden kann dabei zwischen «uniform DIF» und 

«non-uniform DIF» sowie DIF, welches beide Facetten «uniform DIF» und «nonuniform 

DIF» aufweist. Bei Items mit «uniform DIF» unterscheiden sich die ICC der beiden Teilbe-

stände lediglich durch eine unterschiedliche Item-Schwierigkeit. Bei Items, welche «nonuni-

form DIF» aufweisen, unterscheiden sich die ICC der Teilbestände auch durch ihre Form, z.B. 

durch die maximale Steigung, welche die Graphen der ICC in ihrem Wendepunkt aufweisen 

(Trendtel, Schwabe, et al., 2016). Einige der Methoden zur Bestimmung von DIF eignen sich 

besonders zur Ortung von «uniform DIF», andere eher für «nonuniform DIF». 
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Mit solchen Methoden zur Bestimmung von DIF kann beispielsweise untersucht werden, ob 

es Unterschiede im Lösungsverhalten zwischen den Geschlechtern gibt. Wird die Item-

Schwierigkeit β eines Items deutlich anders geschätzt, wenn nur die männlichen Personen für 

die Schätzung von β verwendet werden, so spricht man von DIF für dieses Item für das 

«Split-Kriterium» Geschlecht. Dieses Vorgehen kann für beliebige andere Eigenschaften der 

Personengruppe (z.B. Alter, Sprachverständnis, sprachliche Ausdrucksfähigkeit usw.) ange-

wendet werden. 

Derartige Analysen werden in der vorliegenden Arbeit mit unterschiedlichen Methoden insbe-

sondere mit Blick auf die Sprachkompetenzen der Kinder vorgenommen (siehe Kapitel 5.4.2 

und 5.5.2). 

Unterschieden werden muss innerhalb der Methoden zur Überprüfung der Modellgültigkeit 

zwischen  

a) Methoden, welche die globale Modellgültigkeit prüfen 

b) Methoden, welche die Gleichheit der geschätzten Itemparameter für einzelne Subpopula-

tionen prüfen (eigentliche DIF-Prüfung wie oben beschrieben) und 

c) Methoden, welche die Gleichheit der geschätzten Personenparameter bei Aufteilung der 

Items in Subgruppen prüfen 

d) Weiteren Methoden 

Mit dem Anderson Likelihood-Ratio-Test wird im Folgenden eine Methode des Typs a) be-

schrieben. Es folgt mit dem Wald-Test, der graphischen Modellüberprüfung und dem Mantel-

Haenszel-Verfahren für die DIF-Analyse eine kurze Beschreibung von drei Methoden des 

Typs b). Mit dem Martin-Loef-Test wird auch eine Methode des Typs c) dargelegt. Weitere 

Möglichkeiten der Modellprüfung finden sich in (Eid & Schmidt, 2014, S. 182 ff.; Trendtel, 

Schwabe, et al., 2016; Magis et al., 2018). 

 

Andersen Likelihood-Ratio-Test 

Der Likelihood-Ratio-Test von Andersen (1973) stellt einen globalen Model-Fit-Test dar. Er 

untersucht, ob sich die Items als Ganzes im Hinblick auf ein Trennungskriterium des Perso-

nenbestands (wie z.B. männlich/weiblich) in den beiden Subgruppen gleich verhalten. Bei 

diesem Test werden zwei verschiedene Likelihood-Funktionen, welche zur Schätzung von 

Personenfähigkeit und Item-Schwierigkeit verwendet werden können, zueinander ins Verhält-

nis gesetzt. Eine Likelihoodfunktion ist dabei diejenige des Rasch-Modells, als zweite Like-

lihoodfunktion wird eine Funktion verwendet, welche keinerlei Restriktionen bezüglich Mo-

dellwahl auferlegt werden. Das Verhältnis der beiden Funktionen folgt dabei – nach einer 

arithmetischen Transformation – einer χ
2-

Verteilung (Pospeschill, 2010, S. 140 ff.; Long, 

2012, S. 291; Eid & Schmidt, 2014, S. 185 ff., 195 ff.). 

Verwirft der Test, so wird dies so interpretiert, dass die Daten nicht optimal zum Modell pas-

sen bzw. dass das Antwortverhalten in den beiden Subgruppen unterschiedlich ist. Der Like-

lihood-Ratio-Test macht keine Angabe dazu, an welchen Items es liegt, falls der Test verwirft.  
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Wald-Test 

Mit Hilfe des Wald-Tests kann der Fit einzelner Items in den Gesamttest untersucht werden. 

Dieser Test erlaubt es also, ein andersartiges Verhalten einzelner Items, also tatsächliches 

«Differential Item Functioning» zu orten. 

Bei diesem Test wird der Personenbestand in zwei Gruppen (z.B. in männlich/weiblich) un-

terteilt. Für jedes einzelne Item werden die Item-Schwierigkeitsparameter im Rasch-Modell 

für die einzelnen Personengruppen einzeln geschätzt. Sodann können für jedes Item die 

Schätzwerte der beiden Personengruppen verglichen werden. Sind die beiden Werte für ein 

Item ausreichend unterschiedlich, dann weist dieses Item für das gewählte Split-Kriterium 

«Differential Item Functioning» (DIF) auf. Zur Modellprüfung werden dafür die beiden ge-

schätzten Item-Schwierigkeiten zu einer Teststatistik verrechnet, die im Wesentlichen mit der 

Differenz der beiden geschätzten Item-Schwierigkeiten arbeitet und einer Standardnormalver-

teilung folgt (Koller et al., 2012; Eid & Schmidt, 2014, S. 187 ff.; Strobl, 2015). 

Mit diesem Test wird aufgrund des gewählten Vorgehens vor allem «uniform DIF» entdeckt.  

 

Graphische Überprüfung des Item-Fits 

Eine weitere Möglichkeit, DIF zu orten, besteht darin, die Item-Schwierigkeiten der beiden 

Personengruppen graphisch darzustellen. Dabei wird die Item-Schwierigkeit der einen Perso-

nengruppe auf der x-Achse, diejenige der anderen Personengruppe (für dasselbe Item) auf der 

y-Achse dargestellt. Für jedes Item wird auf diese Weise ein einzelner Punkt dargestellt. Bei 

optimalem Modell-Fit würden alle so dargestellten Punkte auf der Geraden mit der Gleichung 

y=x zu liegen kommen. Die Abweichung der einzelnen Punkte von dieser Geraden illustriert 

das Mass an DIF für das jeweilige Item. 

Typischerweise werden die Punkte mit 95%-Konfidenzellipsen versehen, die illustrieren, ob 

die Abweichung von der Geraden y=x durch Zufall erklärt oder aber (auf dem 5%-Niveau) 

mit nur sehr geringer Wahrscheinlichkeit durch Zufall erklärt werden kann. Schneidet also die 

Konfidenzellipse die Gerade y=x nicht, so geht man von DIF für das jeweilige Item aus (Eid 

& Schmidt, 2014, S. 183 ff.).  

Entsprechende graphische Illustrationen zu den Ergebnissen in den Kapiteln 5.4.2 und 5.5.2 

finden sich im Anhang 8.4.4. 

 

Mantel-Haenszel Verfahren 

Ein bereits etwas älteres Verfahren zur Ortung von DIF ist das Mantel-Haenszel-Verfahren 

(Mantel & Haenszel, 1959; Zwick et al., 1999; Paek & Wilson, 2011). Mit diesem Verfahren 

kann nicht nur erhoben werden, ob DIF vorliegt, sondern auch eine Aussage über das Aus-

mass des DIF-Effekts gemacht werden. Der DIF-Effekt wird dabei in vorhanden, aber gering 

bzw. vernachlässigbar («Negligible», Typ A), leicht bis mittel («Slight to Moderate», Typ B) 

oder erheblich («Moderate to Large», Typ C) eingeteilt.  
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Verwendet wird dafür die Mantel-Haenszel Teststatistik, welcher Chancenverhältnisse («odd 

ratios») zugrunde liegen. Die Chance («odds») einer Person, ein Item richtig zu lösen, ist da-

bei definiert als Verhältnis zwischen ihrer Wahrscheinlichkeit p und ihrer Gegenwahrschein-

lichkeit 1-p, das Item korrekt zu lösen. 

Chance bei Lösungswahrscheinlichkeit p: 
p

1−p
 

Beim Chancenverhältnis werden die Chancen von Personen der einen Personengruppe ins 

Verhältnis gesetzt zur Chance der Personen der anderen Personengruppe. Das -2.35fache des 

natürlichen Logarithmus dieses Werts wird als Teststatistik MH-DIF verwendet. Abhängig 

von der Höhe dieser Teststatistik und der Signifikanz eines Werts grösser als 1 bzw. grösser 

als 0 erfolgt die Einteilung in die obigen Kategorien für das Ausmass des DIFs (Zwick et al., 

1999, S. 3 f.). 

Umgesetzt wird dieser Test mit Hilfe des R-packages difR. Die Ergebnisse der Analysen sind 

in den Kapiteln 5.4.2, 5.5.2 sowie 6.3.1 beschrieben. 

 

Martin Loef-Test 

In den bisher beschriebenen Testverfahren wurde zuerst der Personenbestand in zwei Gruppen 

eingeteilt und dann die Parameter für die Item-Schwierigkeit getrennt geschätzt. Die Absicht 

dabei war es, zu prüfen, ob dieselben oder ähnliche Item-Schwierigkeitswerte erhalten wer-

den. Analog zu diesem Vorgehen ist es auch möglich, die Items in Gruppen einzuteilen und 

sodann zu prüfen, ob die Paramater für die Personenfähigkeit in den beiden Item-Subgruppen 

gleich oder zumindest nicht allzu stark unterschiedlich geschätzt werden. 

Damit kann beispielsweise geprüft werden, ob die früheren Items im Test besser gelöst wer-

den als die späteren (Stichwort: Ermüdungseffekt) oder ob Items mit höheren Anforderungen 

an die Lesekompetenzen anders gelöst werden als andere. 

Der Martin-Loef-Test leistet genau dieses und prüft auf diese Art die Modellgültigkeit des 

Rasch-Modells auf globaler Stufe (Koller et al., 2012; Eid & Schmidt, 2014, S. 197 f.). Ähn-

lich wie beim Likelihood-Ratio-Test von Andersen werden dabei Verhältnisse verschiedener 

Likelihood-Funktionen als Teststatistik verwendet. 

Signifikanz des Tests bedeutet, dass die vorgängig vorgenommene Einteilung in die beiden 

Item-Subgruppen bedeutenden Einfluss hat, erklärt aber nicht die Gründe für diesen Einfluss. 

 

Verwendung der Ergebnisse der DIF-Untersuchungen in dieser Arbeit 

In dieser Arbeit kommen sämtliche oben beschriebenen Verfahren zum Einsatz. In der Litera-

tur werden diese Verfahren im Hinblick auf ihre Vor- und Nachteile eingehend diskutiert 

(Koller et al., 2012; Eid & Schmidt, 2014; Strobl, 2015; Trendtel, Schwabe, et al., 2016; Ma-

gis et al., 2018). 
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Es wurden sowohl der Vor- als auch der Nachtest mit den verschiedenen Verfahren auf DIF 

hinsichtlich der Kriterien Geschlecht und Sprachverständnis der Kinder untersucht. Die 

Längsschnittuntersuchung für das Multiplikationsverständnis mit Hilfe von Brückenitems 

erlaubte weitere DIF-Untersuchungen, welche unterschiedliches Lösungsverhalten «über die 

Zeit» orteten.  

Die Ergebnisse dieser DIF-Untersuchungen werden detailliert berichtet. Ob diese Angaben 

aber Konsequenzen haben, ist immer auch im Zusammenhang mit der theoriegeleiteten Ent-

wicklung der einzelnen Items zu entscheiden. Eine denkbare Konsequenz wäre z.B. die nach-

trägliche Entfernung eines oder mehrerer Items aus dem Erhebungsinstrument (sowohl für die 

Analyse als auch – als Empfehlung − für zukünftige Erhebungen). Die Ergebnisse der DIF-

Analyse für das neue Erhebungsinstrument sollten auch in Zusammenhang mit den Ergebnis-

sen der Faktoranalysen für dieses Instrument gelesen werden. So erstaunt es weniger, wenn 

Items, die auf einen separaten Faktor laden, auch bei DIF-Analysen auffällig werden. Die 

DIF-Analysen können z.B. auch das Laden auf einen anderen Faktor erklären, wenn z.B. klar 

wird, dass ein Item von Kindern mit unterschiedlichen Sprachfähigkeiten anders bearbeitet 

wird.  

Für die Elimination von Items aus dem Erhebungsinstrument werden mehrere Kriterien her-

angezogen. Es werden beispielsweise unterschiedliche Verfahren zur Ortung von DIF einge-

setzt. Wird das Item bei vielen verschiedenen Verfahren auffällig oder zeigt sich DIF in höhe-

rem Ausmass (z.B. im Ausmass «Moderate to Large» im Mantel-Haenszel-Verfahren), so ist 

dieses Item eingehender zu untersuchen als andere. Trotzdem kann auch bei deutlichem DIF 

aufgrund theoriebasierter Überlegungen entschieden werden, ein Item beizubehalten. Als Bei-

spiel für eine solche Entscheidung können die beiden Brückenitems zur Ausgangssituation 

«Korb» herangezogen werden. Diese zwei Items wurden letztlich trotz Auffälligkeiten beibe-

halten, weil sie als einzige die zeitlich-sukzessive Grundvorstellung der Multiplikation bedie-

nen und deshalb eine wertvolle Komponente des Erhebungsinstruments bilden. Dass das Item 

DIF aufgrund des Sprachverständnisses aufweist, wurde dabei mit Bedauern, aber bewusst in 

Kauf genommen. Zwei Items, welche hingegen aus dem Test entfernt wurden, sind die beiden 

Items zur Ausgangssituation «Schokolade» aus dem Vortest. Bei diesen beiden Items war die 

Beobachtung, dass sie von den Kindern häufig zählend gelöst wurden, mitentscheidend. Die 

Beobachtung, dass die zwei Items auch auf einen anderen Faktor laden und DIF bezüglich 

Sprachverständnis aufwiesen, trug zu dieser Entscheidung bei und erleichterte sie. Als alleini-

ges Kriterium für den Ausschluss dieser zwei Items wäre DIF bezüglich Sprachverständnis 

nicht ausreichend gewesen. 

DIF bezüglich Geschlecht wurde bei einigen Items ebenfalls in Kauf genommen, ohne dass 

dafür eine klare Begründung gefunden worden wäre. Zumindest gab es keine inhaltlichen 

Hinweise darauf, weshalb diese Beobachtungen gemacht wurden. 

Die einzelnen Items des neuen Erhebungsinstruments wurden alle im Lichte der Ergebnisse, 

die in den Kapiteln 5.4.2 und 5.5.2 berichtet werden, beleuchtet. Die Konsequenzen aus die-

sen Betrachtungen werden in den jeweiligen Kapiteln festgehalten. Die Erhebungsinstrumente 

wurden für die folgenden Analysen entsprechend angepasst. 
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4.5.4 Modellprüfung und Kriterien zur Modellbewertung 

Unter verschiedenen möglichen Massen für die Messung der Modellgüte wurden in dieser 

Arbeit die beiden Masse «Akaike Information Criterion» (AIC) und «Bayes Information Cri-

terion» (BIC) verwendet. Diese beiden informationstheoretischen Masse und ihr Nutzen für 

diese Arbeit werden in diesem Abschnitt erläutert. 

 

Information Criteria AIC und BIC als Modellgüte-Masse 

In die beiden Masse AIC und BIC gehen die Likelihood L des jeweiligen Modells sowie die 

Anzahl der zu schätzenden Parameter npar ein. Die beiden Masse liefern für das jeweilige Mo-

dell und die vorliegenden Daten jeweils einen Zahlenwert, der zwischen den verschiedenen zu 

prüfenden Modellen verglichen werden kann. Auf diese Weise kann die Modellwahl evaluiert 

und so z.B. das Birnbaum-Modell mit dem Rasch-Modell verglichen werden. 

Die Verwendung der zu schätzenden Parameter erfolgt in der Absicht, «sparsamen» bzw. ein-

fachen Modellen mit verhältnismässig wenigen Parametern auch rechnerisch einen Vorzug zu 

geben. Tiefere Werte für AIC und BIC sind vorzuziehen, daher kommen die Summanden, 

welche die Anzahl Parameter abbilden, in additiver Form hinzu. Eine höhere Likelihood L 

hingegen ist ein Indiz für einen guten Model-Fit und wird darum mit einem negativen Vorzei-

chen versehen. In den Wert BIC fliesst im Gegensatz zum Wert von AIC noch die Stichpro-

bengrösse n mit ein (Eid & Schmidt, 2014, S. 190 f.; Eid et al., 2017, S. 750). 

Die beiden Werte werden berechnet mit den Zusammenhängen: 

AIC = - 2 · ln L + 2 · npar und 

BIC = - 2 · ln L + (ln n) · npar 

 

Varianzaufklärung durch die einzelnen Modelle 

Als Mass für die Güte bzw. die Passung eines Modells zu den vorhandenen Daten kann auch 

der Anteil der Gesamtvarianz betrachtet werden, der durch die jeweilige Modellausgestaltung 

erklärt werden kann. Dafür kommen die Masse R
2

m sowie R
2

c in Frage (Nakagawa & Schiel-

zeth, 2013; Nakagawa et al., 2017; Hox et al., 2018).  

 R
2

m bezeichnet den Anteil an der Gesamtvarianz, welcher durch die fixen Faktoren des 

Modells erklärt wird (m für «marginal»). 

 R
2

c bezeichnet den Anteil an der Gesamtvarianz, welcher durch die fixen und die zufälli-

gen Faktoren erklärt wird (c für «conditional»).  

Die Berechnung dieser Masse erfolgt mit der Funktion r.squaredGLMM() aus dem R-Package 

«MuMIn» (Barton, 2020). 
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4.5.5 Mehrebenenanalyse 

Dieses Kapitel beginnt mit der Begründung der Notwendigkeit einer Mehrebenenanalyse für 

die vorliegende Arbeit. Im zweiten Teil werden dann einige wesentliche Aspekte der Arbeit 

mit solchen Modellen beleuchtet. 

 

Notwendigkeit des Einsatzes einer Mehrebenenanalyse 

Für die Auswertung einer Studie mit dem in Kapitel 4.1 beschriebenen Design ist der Einsatz 

von Mehrebenenanalysen angezeigt. Mehrebenenanalysen werden eingesetzt bei Daten mit 

einer hierarchischen Struktur, in denen Grössen auf «verschiedenen Ebenen» einen Einfluss 

auf die Beobachtungen haben können. Die Gruppierung von Kindern in Schulklassen ist ein 

typisches solches Beispiel einer hierarchischen Struktur, das in dieser Form häufig auch in der 

Literatur zur Illustration solcher Modelle verwendet wird (Ditton, 1998; Langer, 2009; 

Snijders & Bosker, 2012; Rasbash, 2019; Finch et al., 2019). Die Beobachtungen werden da-

bei in verschiedenen Ebenen strukturiert dargestellt und entsprechend interpretiert. Die An-

wendungsmöglichkeiten für solche Strukturen sind vielfältig und kommen in vielen For-

schungsfeldern vor. Typische Beispiele sind Kinder (auf der ersten Ebene) in Schulklassen 

(auf der zweiten Ebene), Kinder (erste Ebene) in Schulen bzw. Schulhäusern (zweite Ebene), 

Arbeitnehmende (erste Ebene) in Firmen (zweite Ebene), Patientinnen und Patienten bei Ärz-

tinnen und Ärzten oder z.B. auch Befragte und ihre jeweiligen Interviewenden (Langer, 

2009). 

 

 

Abbildung 28: Schülerinnen und Schüler (erste Ebene) in einzelnen Schulen (zweite Ebene), 

www.cmm.bris.ac.uk/lemma 

Die Eigenschaften der einzelnen Individuen (auf der ersten Ebene) hängen sowohl von ihren 

individuellen Eigenschaften und Voraussetzungen als auch von kollektiven Eigenschaften der 

zweiten Ebene ab. So können die Leistungen von Kindern in der Schule beispielsweise ge-

prägt sein von ihrem individuellen Vorwissen, ihrem Alter, ihrem Geschlecht, ihrem Intelli-

genzquotienten usw., aber auch von Eigenschaften der Schule (Grösse des Schulhauses, Lage 

bzw. Region oder Kanton) oder der Schulklasse (Grösse der Klasse, Lehrperson, Lehrmittel 

usw.).  

Möglich sind auch Interaktionseffekte zwischen individuellen Eigenschaften und kollektiven 

Eigenschaften. Denkbar wären solche Effekte dann, wenn z.B. eine Lehrperson die Kinder 

eines bestimmten Geschlechts besonders fördert oder wenn sich das Lehrmittel bei Kindern 
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mit hohem Vorwissen im Gegensatz zu den Kindern mit tieferem Vorwissen als besonders 

wirkungsvoll herausstellt.  

Mehrebenenanalysen ermöglichen es, individuelle und kollektive Effekte getrennt zu orten 

und Interaktionseffekte zu entdecken. Die Probleme und Defizite, die bei der Untersuchung 

mit traditionellen Strategien gemacht werden, wenn solche hierarchische Strukturen nicht 

berücksichtigt werden, sind weitreichend (Ditton, 1998, S. 21 ff.; Finch et al., 2019, S. 29). 

In der Mehrebenenanalyse sind auch Modelle mit mehr als zwei Ebenen denkbar. Kinder (ers-

te Ebene) können beispielsweise Klassen (zweite Ebene) zugeordnet sein und diese könnten 

entweder Schulen oder Regionen (Kantonen) als dritter Ebene zugeordnet werden. Arbeit-

nehmende (erste Ebene) könnten in Firmen (zweite Ebene) und die Firmen einer bestimmten 

Branche oder einem Land (dritte Ebene) zugeordnet werden.  

Auch Längsschnittuntersuchungen werden häufig in unterschiedlichen Ebenen analysiert, 

wobei die Ergebnisse der verschiedenen Messzeitpunkte die unterste (erste) Ebene darstellen 

und die jeweiligen Individuen sich dann auf der zweiten Ebene vorfinden. Sind die Individuen 

dann wieder in Gruppen geordnet, so entstehen auch hier Modelle mit mehr als zwei Ebenen. 

In der hier vorliegenden Arbeit wird ein Modell mit zwei Ebenen gewählt. Die Kinder, die im 

zweiten Schuljahr des Forschungsprojekts MALKA untersucht wurden, bilden die erste Ebe-

ne, und diese Kinder sind den insgesamt 46 Schulklassen (zweite Ebene) zugeordnet. 

Für die Auswertung der Wirkung der Förderung werden zwei Messzeitpunkte herangezogen 

(vor bzw. nach der Intervention bzw. dem Unterricht in der Kontrollgruppe). Die Messzeit-

punkte werden typischerweise nur dann als eine zusätzliche (unterste) Ebene ins Modell inte-

griert, wenn eine Serie von Messungen über mehr als zwei Zeitpunkte vorliegt. In der vorlie-

genden Arbeit werden für die Auswertung der Interventionen im zweiten Schuljahr (sowohl 

im Hinblick auf die allgemeinen mathematischen Fähigkeiten als auch im Hinblick auf das 

Operationsverständnis) jedoch lediglich die Messungen von zwei Messzeitpunkten verwendet. 

Es handelt sich dabei um die beiden Messungen vor bzw. nach den Interventionen. Die zu-

sätzlichen Messungen zum Zeitpunkt T1 werden für die Auswertung des zweiten Schuljahrs 

im Längsschnitt nicht herangezogen. 

Eine weitere dritte Ebene, in welcher die 46 Klassen wiederum gruppiert dargestellt werden, 

erscheint für den hier vorliegenden Forschungszweck ebenfalls nicht sinnvoll. Denkbar wäre 

beispielsweise eine Gruppierung der 46 Klassen zu Kantonen. Allerdings würden dabei ein-

zelne Gruppen sehr klein. Zudem muss bedacht werden, dass verschiedene Eigenschaften der 

Schulklassen durch die Wahl der Klasse auf Ebene 2 bereits erfasst sind. Die Wahl des Lehr-

mittels beispielsweise steht bereits auf Ebene 2 zur Verfügung, so dass die zusätzliche Ver-

wendung des Kantons auf Ebene 3 in dieser Hinsicht wenig zusätzliche Information liefern 

würde. 

Die wesentlichen Eigenschaften sind also bereits auf Ebene 2 als Prädiktoren erfasst. Es han-

delt sich dabei vor allem um die Zuteilung zur Interventions- oder Kontrollgruppe. Denkbare 

weitere Eigenschaften für eine Analyse auf Ebene 2 wären z.B. das verwendete Lehrmittel, 
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allenfalls die Klassengrösse oder auch die Ausgestaltung der Klasse als Mischklasse 

(Ja/Nein). 

Denkbar wäre auch noch eine Gruppierung der Klassen in einzelne Schulhäuser, doch er-

scheint dies angesichts der grossen regionalen Streuung der Klassen als wenig verheissungs-

voll. Bei den 68 im zweiten Schuljahr beteiligten Schulklassen kam es nur einmal vor, dass 

mehr als zwei im selben Schulhaus unterrichtet werden. In diesem einen Schulhaus wurden 

vier Mischklassen von vier verschiedenen Lehrpersonen unterrichtet. Da es sich um vier 

Mischklassen handelte, hatten sie alle lediglich die Grösse (das «Gewicht») von Halbklassen. 

Bei diesen vier Mischklassen wurde zudem zum Zeitpunkt T4 bedingt durch die Covid-19-

Situation im Frühjahr 2020 auf die Erhebungen verzichtet.  

In sechs weiteren Schulhäusern kam es vor, dass zwei Schulklassen im Forschungsprojekt 

mitarbeiteten. Diese sechs Schulhäuser waren wiederum auf fünf verschiedene Kantone ver-

teilt. Die meisten der 52 Klassen waren in ihrem jeweiligen Schulhaus alleine am Projekt be-

teiligt. In einem einzigen Fall kam es vor, dass eine Schulische Heilpädagogin im selben 

Schulhaus die MALKA-Interventionen mit zwei Klassen durchführte. Auch diese beiden 

Klassen hatten keine Erhebungen zum Zeitpunkt T4. In den anderen 66 Klassen waren unter-

schiedliche Ansprechpersonen für das Forschungsprojekt verantwortlich.  

Angesichts dieser breiten Streuung der Schulklassen auf verschiedene Lehrpersonen, sehr 

viele verschiedene Schulhäuser und insgesamt 15 Kantone der deutschsprachigen Schweiz 

wurde auf die Arbeit mit einer dritten (höheren) Ebene verzichtet. Aufgrund der wenigen 

Messzeitpunkte wurde auch auf diese (denkbare) zusätzliche Ebene verzichtet, so dass mit 

einem Zwei-Ebenen-Modell gearbeitet wurde. 

Auch aufgrund der Grösse der Stichprobe empfiehlt sich ein Modell mit lediglich zwei Ebe-

nen. Für den Einsatz von drei oder mehr Ebenen wären grössere Stichproben erforderlich (D. 

H. Rost, 2007). 

 

Arbeit mit Mehrebenenmodellen 

Mehrebenenmodelle werden meist schrittweise eingeführt und aufgebaut. Dabei wird durch 

die Hinzunahme weiterer Freiheitsgrade jeweils zusätzliche Flexibilität ins Modell eingeführt. 

Mit der Hinzunahme neuer Parameter ergibt sich aber auch eine zusätzliche Komplexität des 

bisherigen Modells, so dass immer auch zu prüfen ist, ob sich der jeweilige Ausbau des Mo-

dells gelohnt hat und das Modell auch neue Informationen ans Licht bringt. 

Der Bestand wird (auf der zweiten Ebene) zerlegt in einzelne Cluster oder Gruppen, die mit 

dem Index j versehen werden. In jeder Gruppe befinden sich einzelne Individuen oder Be-

obachtungen, für die der Index i eingesetzt wird. In dieser Arbeit bedeutet dies, dass der 

Schulklasse j verschiedene Kinder i zugeteilt sind und für die unabhängige Variable jedes 

Kindes Xij (z.B. die kognitiven Fähigkeiten) eine abhängige Variable Yij (z.B. die Leistung im 

Vortest zum Operationsverständnis oder die Leistung im BASIS-MATH Erhebungsinstru-

ment) erfasst wurde. 
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Der schrittweise Aufbau einer Mehrebenenanalyse beginnt mit einem reinen Nullmodell 

(«leeres Modell» oder «intercept only»-Modell), in welchem mit einem festen Wert βo ledig-

lich der Mittelwert für alle Individuen auf der untersten Ebene geschätzt wird (Eid et al., 

2017, S. 732 ff.; Votta, 2017; Hox et al., 2018; Finch et al., 2019; Centre for Multilevel Mo-

delling, 2019; Stöckli, 2019, S. 135 ff.). Die entsprechende Modellgleichung lautet 

Yi = β0 + εi 

Der Summand εi bezeichnet hierbei die Abweichung der Beobachtung beim Individuum i 

vom Mittelwert βo sämtlicher Individuen. Eine unabhängige Variable X kommt bei diesem 

Modell noch nicht zum Einsatz. 

Dieses Modell wird nun stufenweise ausgebaut. Der erste Schritt umfasst die Einführung un-

terschiedlicher Mittelwerte für die einzelnen Gruppen auf Ebene 2. In dieser Arbeit werden 

diese Gruppen durch die einzelnen Klassen gebildet werden. 

Die entsprechende Modellgleichung für das Nullmodell mit «random intercept» lautet 

Yij = β0 + uj + εij 

In dieser Modellgleichung beschreibt der neue Parameter uj die Abweichung des Mittelwerts 

der Gruppe (Klasse) j vom Gesamtmittelwert βo. Auch dieses Modell kommt ohne unabhän-

gige Variable X aus. 

Durch Verwendung einer unabhängigen Variable X kann das Modell mit einem zusätzlichen 

Freiheitsgrad ausgestattet werden. Die Modellgleichung für das «random intercept, fixed 

slope»-Modell lautet 

Yij = β0 + β1 · X + uj + εij 

und beschreibt eine klassische lineare Regression mit einem (vorerst) festen Parameter β1. 

In einem weiteren Schritt kann auch für die Steigung der Regressionsgeraden im Modell eine 

gruppenabhängige Schwankung zugelassen werden. Das derart ausgebaute «random intercept, 

random slope»-Modell wird durch die Modellgleichung 

Yij = β0 + (β1  + u1j) · X + uj + εij 

beschrieben. Neu eingeführt wurde die Abweichung u1j der Gruppe (Klasse) j vom Durch-

schnittswert β1 über alle Klassen. 

Selbstverständlich können auch in Mehrebenenmodellen mehrere unabhängige Variablen 

verwendet werden. Die entsprechenden Modelle der multiplen Regression enthalten dann 

mehrere Regressionskoeffizienten, so z.B. β1 und β2 im Falle einer Modellgleichung mit zwei 

unabhängigen Variablen X1 und X2: 

Y = β0 + β1 · X1 + β2 · X2 + ε 

Die Modellgleichungen für mehr als zwei unabhängige Variablen werden auf die sinngemäss 

gleiche Art und Weise erweitert. 
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Wahl der Zentrierung bei Mehrebenenanalysen 

Die Art der Zentrierung der Prädiktor-Variablen bei Mehrebenenanalysen kann unterschied-

lich gewählt werden. Als Hauptmethoden sind die Zentrierung am jeweiligen Klassenmittel-

wert («group mean centering») oder auch die Zentrierung am Gesamtmittelwert der Stichpro-

be («grand mean centering») denkbar. Die beiden Methoden werden für Lernfortschrittsmes-

sungen bei Kindern verwendet (Enders & Tofighi, 2007; Lüdtke et al., 2009). In dieser Arbeit 

wurde für alle Analysen die Zentrierung am Gesamtmittelwert vorgenommen (Eid et al., 

2017, S. 743). Lediglich bei dichotomen Variablen (0/1-Variablen) wurde diese Art der Zent-

rierung nicht gewählt, da bei diesen der Nullpunkt sinnvoll interpretiert werden kann. Die 

dichotomen Prädiktor-Variablen wurden deshalb nicht zentriert. 

 

Voraussetzungen für Mehrebenenanalysen 

Für die Arbeit mit Mehrebenenmodellen sind die Voraussetzungen der Daten für die Anwen-

dung der jeweiligen Modelle vorgängig zu prüfen (Raudenbush & Bryk, 2002, S. 255). Not-

wendig sind intervallskalierte abhängige Variablen, entweder intervallskalierte oder dichoto-

me unabhängige Variablen sowie lineare Zusammenhänge zwischen unabhängigen und ab-

hängigen Variablen. Es sind dies im Wesentlichen dieselben Voraussetzungen, die auch für 

die «gewöhnliche» multiple lineare Regression ohne die Verwendung mehrerer Ebenen zu 

prüfen sind. Weitere Voraussetzungen für die Mehrebenenanalyse sind normalverteilte und 

voneinander unabhängige Fehler auf Ebene 1 und auf Ebene 2, Unabhängigkeit der Prä-

diktoren auf Ebene 1 (keine Multikollinearität) sowie homogene Varianzen der Fehlerterme 

auf Ebene 1 (Homoskedastizität). Die Prüfung dieser Voraussetzungen ist mit Hilfe der Funk-

tionen hist(resid()), plot() und vif() in der Software R vorgenommen worden. Die Analyse 

sowohl mit den Daten aus dem BASIS-MATH als auch mit den Daten aus den Erhebungen 

für das Multiplikationsverständnis führte zu zufriedenstellenden Ergebnissen. Somit kann das 

vorgesehene Mehrebenen-Modell für die Analyse des Lernfortschritts mit diesen beiden Da-

tensätzen eingesetzt werden. 

 

4.5.6 Auswertungsmethoden für die Längsschnittanalyse 

Dieses Kapitel umfasst verschiedene Erläuterungen zur Wahl der methodischen Mittel, mit 

denen später die Längsschnittanalyse erfolgt. 

 

Verwendung der Personenfähigkeit aus dem Rasch-Modell 

Als Mass für die Leistung der einzelnen Kinder wird in allen drei Kapiteln 7.1, 7.2 und 7.3 die 

für das Rasch-Modell geschätzte Personenfähigkeit der Kinder anstelle der jeweiligen Test-

scores verwendet. 
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Wahl der Erhebungsinstrumente und Anzahl Items 

Das BASIS-MATH-Erhebungsinstrument wurde unverändert übernommen. Es umfasst 28 

Items (maximaler Testscore 28) bei T2 und 30 Items (maximaler Testscore 30) bei T4. 

Das Erhebungsinstrument zum Multiplikationsverständnis wurde gemäss Kapitel 4.4 einge-

setzt. Es wurden die um zwei Items reduzierte Version des Vortests bei T3 mit insgesamt 24 

Items sowie der nicht reduzierte Nachtest bei T4 mit 26 Items verwendet. 

 

Mehrebenen-Modellansatz für diese Arbeit 

In den Längsschnittanalysen in dieser Arbeit wird das Mehrebenenmodell gemäss der folgen-

den Modellgleichung angesetzt: 

Y = β0 + β1 · X1 + β2 · X2 + ε 

Dabei steht Y für die abhängige («outcome») Variable der Erhebung nach dem 2. Schuljahr. 

X1 ist die unabhängige «Prädiktor»-Variable des Vorwissens, d.h. der Messwert der Erhebung 

vor dem 2. Schuljahr. Als zweite Prädiktor-Variable auf erster Ebene wird die dichotome Va-

riable X2 verwendet. Der Wert dieser Variable ist 1, falls die Intervention mit den Förderein-

heiten für das Operationsverständnis beim jeweiligen Kind stattgefunden hat. Der Wert von 

X2 beträgt 0, falls dies nicht der Fall war, weil das Kind in einer Klasse aus der Kontrollgrup-

pe unterrichtet wurde. Wie üblich bezeichnet β0 das Intercept und ε den jeweiligen Fehler-

term. 

Das verwendete Modell ist das «random intercept»-Modell (Eid et al., 2017, S. 734), bei wel-

chem die Parameter β1 und β2 jeweils fixiert sind («fixed effects»). Vergleiche mit den «rand-

om slope»-Modellen erfolgen in Kapitel 6.1.3.  

Das Vorgehen in allen folgenden Analysen in diesem Kapitel ist es nun, zu bestimmen, ob 

sich der mit den vorliegenden Daten geschätzte Wert von β2 im Modellansatz signifikant von 

0 unterscheidet. Ist dies der Fall, dann liegt eine signifikante Wirkung der Intervention vor. 

Das Vorzeichen von β2 gibt Auskunft über die Richtung dieser Wirkung. Bei positivem Vor-

zeichen von β2 war der Lernzuwachs bei Einsatz der Interventionen höher als bei den Kindern 

der Kontrollgruppe. Bei negativem Vorzeichen von β2 ist der Lernzuwachs bei den Kindern 

der Kontrollgruppe grösser als bei den Kindern in den Interventionsklassen. 

Die Schulklasse, in welcher die Kinder unterrichtet wurden, wird dabei immer auf Ebene 2 im 

Mehrebenen-Modell modelliert und auf diese Weise kontrolliert.  

 

Verwendung der Leistung als abhängige Variable anstelle der Leistungszunahme 

Gearbeitet wird jeweils ausschliesslich mit Regressionsgleichungs-Modellen. Für die Effekt-

messung im Längsschnitt kann dabei für die abhängige Variable in äquivalenter Weise der 

Leistungszuwachs Y – X (bzw. Ypost – Ypre) als auch einfach die Leistung Y (Ypost) zum zwei-

ten Zeitpunkt verwendet werden. Grund dafür ist, dass die Regressionsgleichungen durch ge-
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eignete Umformungen ineinander übergehen (Vickers & Altman, 2001). Die entsprechende 

Umformung lautet 

Y = β0 + β1 · X + ε 

Y = β0 + (β1 - 1) · X + X + ε 

Dieser Term ist nach Subtraktion von X auf beiden Seiten und nachdem β2 = β1 - 1 substitu-

iert wurde äquivalent zur Alternative 

Y – X = β0 + β2 · X + ε 

In dieser Arbeit wird für die Analysen in Kapitel 6 jeweils die Leistung (Y) anstelle des Leis-

tungszuwachses (Y – X) verwendet. 

 

Verfügbare und verwendete Prädiktoren 

Als mögliche unabhängige «Prädiktor»-Variablen waren in dieser Arbeit verschiedene Grös-

sen (Ergebnisse aus den Testungen zum Zeitpunkt T1 sowie Strukturdaten) verfügbar. An 

dieser Stelle wird erläutert, welche Grössen in dieser Arbeit verwendet wurden und weshalb 

einzelne Grössen auch nicht als Prädiktoren verwendet wurden. 

Die Grössen können alle auf Ebene 1 als Prädiktoren im Modell verwendet werden. Einzelne 

Grössen werden für diesen Zweck vorgängig noch umcodiert. In Kapitel 6.1.3 werden die 

einzelnen Prädiktoren ins Mehrebenen-Modell eingeführt und auf ihre Nützlichkeit für die 

Vorhersage des Leistungszuwachses geprüft. 

Für die Längsschnittanalyse hauptsächlich verwendete Prädiktoren: 

 Vorwissen BASIS-MATH (T2) bzw. Vorwissen Operationsverständnis (T3) 

 Durchführung der Interventionen Ja/Nein 

 

Für weitere Analysen zusätzlich verwendete Prädiktoren: 

 

 Arbeitsgedächtnis (T1, siehe Kapitel 4.1.3) 

 Kognitive Fähigkeiten (T1, siehe Kapitel 4.1.3) 

 Sprachverständnis für die deutsche Sprache (siehe Anhang 8.1.1) 

 Ausdrucksfähigkeit für die deutsche Sprache (siehe Anhang 8.1.1) 

 Familiensprache (siehe Anhang 8.1.1) 

 Geschlecht  

 Alter  

 Lehrmittel 

 Interventionsgruppe (I, II, III oder IV) 

Nicht alle verwendeten Prädiktoren erwiesen sich als nützlich für die Varianzaufklärung. Ein-

zelheiten dazu sind in Kapitel 6.1.3 zu finden.  
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Als Prädiktoren nicht verwendet wurden die Daten aus den verschiedenen MALKA-Tests 

sowie auch die Daten aus den Befragungen zur sozialen Integration, da diese Daten Bestand-

teil anderer Untersuchungen bildeten. Aus den vorhandenen Strukturdaten (siehe Anhang 

8.1.1) wurde lediglich die Lernziel-Anpassung nicht als Prädiktor verwendet, da Kinder mit 

angepassten Lernzielen bereits vorgängig aus der Stichprobe für diese Untersuchung ausge-

schlossen worden waren (siehe Kapitel 4.2.3). Alle anderen Strukturdaten wurden als Prä-

diktoren verwendet und auf diese Art auf ihre Nützlichkeit hin geprüft. 

 

Auswahl der Prädiktoren und «lasso»-Regression 

Bei der Auswahl und Arbeit mit Prädiktoren sind in der Arbeit mit Mehrebenenmodellen 

grundsätzlich verschiedene Vorgehensweisen möglich.  

Es kann ausgehend vom Nullmodell ein immer komplexeres Modell entworfen werden und 

die einzelnen Prädiktoren einzeln ins Modell aufgenommen werden. Bei den einzelnen Schrit-

ten wird jeweils die Modellverbesserung (oder Modellverschlechterung) durch den neuen 

Prädiktor mit Hilfe von Kennzahlen wie den AIC und BIC-Werten überprüft und der Prädik-

tor entweder beibehalten oder verworfen.  Bei diesem Vorgehen werden die Modelle mit der 

Zeit komplexer und umfassen mehr und mehr (hoffentlich nützliche) Prädiktoren. Ein anderes 

Verfahren ist es, ausgehend von einem Modell mit sehr vielen Prädiktoren einzelne wegzulas-

sen und die Model-Fit-Werte zu prüfen, die sich durch das Weglassen von Prädiktoren erge-

ben. In beiden Fällen wird häufig theoriegeleitet vorgegangen. Beispielsweise werden Prä-

diktoren, die aufgrund von theoretischen Erkenntnissen vermutlich hilfreich sein dürften, früh 

ins Modell aufgenommen. 

In der vorliegenden Arbeit werden Intraklassen-Korrelationen («ICC-Werte») mit dem Null-

modell berechnet. Längsschnittanalysen werden mit einem «random intercept»-Modell mit 

den Prädiktoren «Vorwissen» und «Intervention Ja/Nein» gerechnet. Ausgehend von dem 

Modell, welches das Vorwissen und die Interventionen als Prädiktoren umfasst, werden zu-

sätzliche Prädiktoren auf ihre Nützlichkeit und Modellverbesserung hin überprüft. Die Ergeb-

nisse hierzu finden sich in Kapitel 6. 

Ein rein quantitatives Vorgehen ohne Verwendung von theoretischen Annahmen stellt die 

«lasso»-Regression («least absolute shrinkage and selection operator»-regression) dar. Diese 

Art der Regression interpoliert die Datenmenge durch die Inkaufnahme eines leichten Bias 

und korrigiert den β-Koeffizienten (die «slope») der Regression nach unten. Das Verfahren ist 

im Gegensatz zur verwandten «ridge»-Regression so ausgestaltet, dass der β-Koeffizient ein-

zelner Prädiktoren auch den Wert 0 annehmen kann. Es wird in der Mehrebenenanalyse gera-

de deshalb verwendet, um aus einer grossen Menge von denkbaren Prädiktoren diejenigen zu 

eliminieren, die im Regressions-Modell geringen oder keinen Mehrwert bringen und vom 

Algorithmus den β-Koeffizienten 0 zugeordnet bekommen.  

In der «lasso»-Regression wird die zu minimierende Summe der Residuenquadrate ergänzt 

durch einen weiteren additiven «Straf»-Term, der proportional zum Betrag | β | des Werts von 

β ist. Damit werden Interpolationen mit tiefem Betrag von β bevorzugt, was auch dazu führen 
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kann, dass die optimale Wahl für diesen Parameter β = 0 ist. Die Höhe des Vorfaktors λ im 

«Straf»-Term λ · | β | wird zuerst durch Kreuzvalidierungsverfahren anhand des vorliegenden 

Datensatzes bestimmt und dann in der eigentlichen «lasso»-Regression verwendet. Die Er-

gebnisse dieses Verfahrens können dabei auch von dem Vorgehen bei der Kreuzvalidierung 

abhängen. Auch die Ergebnisse dieser Betrachtung finden sich in Kapitel 6.  

 

Zur Bestimmung der ICC-Werte mit dem Nullmodell 

In den Kapiteln 6.1, 6.2 und 6.3 werden jeweils auch die ICC-Werte des Nullmodells und 

somit der Anteil der Varianz zwischen den Klassen berichtet. Dieser Wert dient auch zur Ent-

scheidung, ob der Einsatz von Mehrebenenmodellen sinnvoll bzw. notwendig ist. Die Ansich-

ten darüber, ab welchem ICC-Wert die Mehrebenenanalyse notwendig wird, sind unterschied-

lich. Im Umfeld von Kindern in Schulklassen ist zuweilen von einem Wert von 10%, manch-

mal auch von 5% die Rede, die Angaben schwanken aber und die Formulierungen sind häufig 

so gewählt, dass ab einem ICC von 10% und höher die Fehler ohne Verwendung des Mehr-

ebenen-Ansatzes beachtlich werden können. In der Literatur werden ICC-Werte von 10% als 

«tief», solche von 30% als «mittel» und solche von 50% als «hoch» bezeichnet (Hartig & 

Bechtoldt, 2020, S. 104 ff.). Genannt werden auch Werte von 15% bis 40% (Rödiger, 2017, S. 

131; Wieseke et al., 2012) für die Notwendigkeit von Mehrebenenanalysen. Es werden aber 

auch tiefere Werte als 10% bereits als kritisch angesehen und darauf hingewiesen, dass z.B. 

Werte über 1% bereits zu Schwierigkeiten führen können, wenn die Gruppierung («Cluster-

Struktur») der Daten nicht beachtet wird. Manche Autoren weisen ausdrücklich darauf hin, 

dass es keine einheitlichen «cut-off-points» gibt bzw. dass die Ansichten zu den ICC-Werten 

als Entscheidungsmass unterschiedlich sind (Anderson, 2012; Woltman et al., 2012, S. 62). 

Als alternative Masse werden solche genannt, die zusätzlich die durchschnittliche Gruppen-

grösse berücksichtigen (Kish, 1965; Schoppek, 2015, S. 201). Angesichts der durchschnittli-

chen Grösse der Schulklassen von rund 14 bis 17 Kindern (je nach Auswahl) in diesem Pro-

jekt würde auch dieses Kriterium in der Form von  

(durchschnittliche Gruppengrösse - 1) · ICC > 1 

den Einsatz von Mehrebenenmodellen rechtfertigen. In Schoppek (2015) wird weiter darge-

legt, dass es Situationen gibt, in denen die Mehrebenenanalyse keinen Mehrwert gegenüber 

der klassischen Varianzanalyse bringt. 

In dieser Arbeit wird der ICC-Wert jeweils berichtet und aufgrund der Grösse dieser Werte 

(in der Nähe von 10%) jeweils mit Mehrebenenanalysen gearbeitet. 

 

Beurteilung der Modellverbesserungen 

Beim Einfügen zusätzlicher Prädiktoren wird mit Modellgütemassen entschieden, ob diese 

eine zusätzliche Modellverbesserung mit sich bringen. Dafür wurden die Modellgütemasse 

AIC und BIC (siehe Kapitel 4.5.4) verwendet.  



148 

Ein zweites Kriterium für die Nützlichkeit eines neuen Prädiktors ist die Grösse und die statis-

tische Signifikanz für seinen Einfluss. Dieses zweite Kriterium wird in dieser Arbeit ebenfalls 

betrachtet und verwendet. 

Im Übrigen kann auch untersucht werden, ob der Einfluss des Prädiktors bei Anwendung der 

«lasso»-Regression als vernachlässigbar eingeschätzt (d.h. die «slope» des entsprechenden 

Prädiktors auf 0 gesetzt) wird. Prädiktoren, bei welchen dies der Fall ist, können aus dem 

Modell entfernt werden. 

Ebenso wird auch der Varianzanteil untersucht, der durch die Ausgestaltung des jeweiligen 

Modells (inklusive Prädiktorenwahl) aufgeklärt werden kann. Diese Untersuchung erfolgt mit 

den Mitteln, die in den Kapiteln 4.5.4 und 4.5.5 erläutert wurden. 

 

Software-Einsatz 

Die Datensätze wurden von «R» aus Excel eingelesen, nachdem sie mit FileMaker und SPSS 

erfasst, bearbeitet und aufbereitet worden sind. Alle Auswertungen erfolgten mit R bzw. 

RStudio. Für die Rechnungen kamen dabei die R-Packages «TAM» (Robitzsch et al., 2020), 

«lme4» (Bates et al., 2020) und «lmerTest» (Friedman et al., 2020) zum Einsatz. «TAM» 

wurde v.a. verwendet zur Bestimmung der Personenfähigkeit im Rasch-Modell mit dem 

WLE-«Weighted Likelihood-Estimation»-Schätzverfahren. Die beiden Packages «lme4» und 

«lmerTest» und die darin enthaltenen Funktionen (wie z.B. die «lmer»-Funktion) dienten der 

Arbeit mit den Mehrebenenmodellen. Für die Auswahl der Prädiktoren im Mehrebenenmodell 

und für die dafür eingesetzte «lasso»-Regression kam das R-Package «glmnet» (Friedman et 

al., 2020) zum Einsatz. Für die Berechnung der Varianzaufklärung wurde das R-Package 

«MuMIn» (Barton, 2020) eingesetzt. 

 

Einschränkung der Stichprobe für die Längsschnittanalyse 

Die für diese Analyse verwendete Stichprobe besteht – wie in Kapitel 4.2.3 erläutert − aus 

den Kindern, welche sowohl an beiden BASIS-MATH-Erhebungen (vor und nach dem zwei-

ten Schuljahr) als auch an beiden Erhebungen zum Multiplikationsverständnis mitgemacht 

haben. Diese Stichprobe besteht aus 680 Kindern. Aus dieser Menge wurden vor Durchfüh-

rung der Analysen 11 weitere Kinder mit angepassten Lernzielen entfernt, so dass die letztlich 

verwendete Stichprobe einen Umfang von 669 Kindern hatte. Der Grund für diese Anpassung 

waren Bedenken, dass die Ergebnisse dieser in den regulären Schulklassen integrierten Kinder 

Ausreisser darstellen und die Analyse des Lernfortschritts verfälschen könnten.  

Die im Bestand verbliebenen 669 Kinder wurden in 46 verschiedenen Klassen unterrichtet, 

die auf Ebene 2 des Mehrebenen-Modells kontrolliert werden. Um vergleichbare Ergebnisse 

zu erhalten, wurden insbesondere die Längsschnittanalysen sowohl für den BASIS-MATH als 

auch für das Operationsverständnis mit genau diesen 669 Kindern durchgeführt, auch wenn 

für die jeweiligen Instrumente einige Kinder mehr zur Verfügung gestanden wären. Kinder, 

welche z.B. einmal bei der BASIS-MATH-Erhebung abwesend waren, wurden also auch für 
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die Analyse des Multiplikationsverständnisses aus dem Bestand entfernt. Grund hierfür war 

die ausreichend grosse Stichprobe und die Tatsache, dass auf diese Art der Lernfortschritt 

zwischen den verschiedenen Erhebungsinstrumenten besser verglichen werden konnte. 

Es wurde überprüft, ob die Stichprobe durch Entfernung von Kindern mit einem besonders 

hohen Lernfortschritt oder einem besonders hohen Lernrückschritt weiter reduziert werden 

sollte. Als Mass für den Lernfortschritt wurde die Differenz der Testscores (Punktezahl) in 

den beiden Erhebungen BASIS-MATH2+ und BASIS-MATH1+ verwendet. Die Bandbreite 

dieses Werts liegt zwischen -14 («Rückschritt» um 14 Punkte) und +20 («Fortschritt» um 20 

Punkte). Die gesamte Verteilung ist in Abbildung 29 dargestellt. Ein sehr hoher Fortschritt 

könnte auch so gedeutet werden, dass das Kind im Vortest nicht seriös (konzentriert) mitgear-

beitet hat, ein hoher Rückschritt könnte analog so gedeutet werden, dass das Kind zum zwei-

ten Testzeitpunkt an der Erhebung nicht konzentriert mitgearbeitet hat. 

Die einzelnen Ausreisser in dieser Art der Betrachtung wurden analysiert. Dabei zeigte sich, 

dass sie sich gleichmässig auf viele verschiedene Klassen und auf alle drei Interventionsgrup-

pen verteilen. Letztlich wurden sie für die weitere Analyse im Bestand beibehalten. Dies auf-

grund ihrer gleichmässigen Verteilung und ihrer insgesamt geringen Anzahl mit tiefem Ein-

fluss bei der quantitativen Auswertung. Bedacht wurde auch die Möglichkeit, dass die Fort- 

und auch Rückschritte bei einzelnen Kindern tatsächlich auch hoch ausfallen können und 

nicht notwendigerweise damit zusammenhängen, dass die Kinder bei einer der Erhebungen 

unkonzentriert gewesen wären. 

 

Auswahl der Kinder für die Betrachtung zur unterschiedlichen Rechenleistung 

In den Kapiteln 6.1 und 6.2 wird nach der Betrachtung der Gesamtgruppe jeweils geprüft, ob 

die Interventionen für Kinder mit «schwacher» und mit «starker» Rechenleistung unterschied-

lich wirken. Mit dieser Untersuchung wird auch der zweiten Forschungsfrage dieser Arbeit 

nachgegangen. 
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Abbildung 29: Verteilung des Fortschritts der 669 Kinder im zweiten Schuljahr (Differenz der Testscores) 
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Für diese Unterscheidung ist es notwendig, die beiden Gruppen voneinander zu trennen. Die 

Trennung für den Zweck dieser Arbeit erfolgte auf unterschiedliche Arten. 

 

a1) Bildung des unteren Quartils (Gesamtbestand) 

Der Bestand wurde so getrennt, dass die Kinder im untersten Quartil der BASIS-MATH-

Erhebung zum Zeitpunkt T2 als «rechenschwach» und die anderen als «rechenstark» betrach-

tet werden. Es wurde von der Gesamtmenge von 669 Kindern das unterste Quartil gebildet. 

Damit wurden diejenigen 163 Kinder mit einem Punktwert von 17 oder weniger im BASIS-

MATH-1+ der «rechenschwachen» Gruppe zugeordnet. Die Kinder mit einem Punktwert von 

18 oder mehr gehörten zur «rechenstarken» Gruppe.  

 

a2) Bildung des unteren Quartils (pro Gruppe) 

Die oben beschriebene Aufteilung führte dazu, dass die Kontrollgruppe (Interventionsgruppe 

III) verhältnismässig klein wurde und lediglich 28 (von 163) Kinder umfasste, was den 

Nachweis signifikanter Gruppenunterschiede erschwerte. Grund für diese kleine Gruppen-

grösse war die Tatsache, dass die Kontrollgruppe des 2. Schuljahrs im BASIS-MATH-Test 

zum Zeitpunkt T2 im Vergleich zu den anderen Gruppen einen relativ hohen Wert aufwies. 

Als Erklärung hierfür dient die intensive Förderung in dieser Gruppe im Laufe des ersten 

Schuljahrs. Aus diesem Grund wurde die Einteilung in «rechenstark» und «rechenschwach» 

noch einmal so vorgenommen, dass in allen vier Interventionsgruppen jeweils einzeln das 

unterste Quartil gewählt wurde. Damit blieben 42 (von 167) Kindern in der Kontrollgruppe. 

Bei gleichem Testscore im BASIS-MATH-1+ wurde dabei als Selektionskriterium der Test-

score im BASIS-MATH-0+ zu Beginn des ersten Schuljahrs herangezogen und so dafür ge-

sorgt, dass die vier Interventionsgruppen mit 41 (I), 43 (II), 42 (III) bzw. 41 (IV) besetzt wur-

den. Diese zweite Einteilung bewirkte eine Umteilung von insgesamt 28 Kindern. 12 Kinder 

wurden neu den «rechenstarken» zugeordnet, 16 Kinder wurden neu den «rechenschwachen» 

zugeordnet. Für die restlichen 641 Kinder änderte sich die Einteilung nicht.  

 

b) Bildung des unteren 20%-Quantils (anstelle von 25%)  

Um zu prüfen, ob die Effekte stabil sind und sich nicht durch eine leichte Verschiebung der 

verwendeten Quantile verändern, wurden weitere Varianten gerechnet. Eine davon ist die Bil-

dung des unteren 20%-Quantils (anstelle des 25%-Quantils). Auch für diese Variante wurden 

beide Arten der Aufteilung b1) «am Gesamtbestand» oder b2) «pro Gruppe» gerechnet. 

 

c) Bildung der unteren «schwächeren» Hälfte der Klasse («50%-Quantil») 

Diese Aufteilung wurde am Gesamtbestand vorgenommen, da sich keine technischen Schwie-

rigkeiten mit der Grösse der Kontrollgruppen ergaben. Es wurde der Testsscore im BASIS-

MATH-1+ als Aufteilungskriterium verwendet. Um Zufallseffekte zu vermeiden, wurden 
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auch hier zwei Varianten mit «cut-off»-Punkt bei Testscore c1) 21 («Wahl aller Kindern mit 

21 Punkten oder weniger») und c2) 22 («Wahl aller Kindern mit 22 Punkten oder weniger»). 

Die so gebildete «schwächere Hälfte» der Kinder umfasste in den zwei Varianten 317 

(47.4%) bzw. 357 (53.4%) der insgesamt 669 Kinder. 

Bei allen Varianten a1), a2), b1), b2), c1) und c2) wurden die sinngemäss gleichen Analysen 

immer auch mit dem komplementären Bestand der «stärkeren» Kinder gerechnet. 
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5 Empirischer Teil 2: Analyse des Erhebungsinstruments für das Multi-

plikationsverständnis 

In diesem Kapitel wird das Erhebungsinstrument, dessen Entwicklung und Erprobung in Ka-

pitel 4.4 beschrieben wurde, mit Hilfe der im Projekt eingeholten Daten analysiert und be-

sprochen. Analysiert werden sowohl der Vor- als auch der Nachtest dieses Erhebungsinstru-

ments.  

Der Vortest wurde im September 2019 mit insgesamt 1'084 Kindern zu Beginn des 2. Schul-

jahrs in den 68 MALKA-Klassen durchgeführt. Der Nachtest wurde in den Monaten Juni und 

Juli 2020 mit 738 Kindern am Ende des 2. Schuljahrs in 46 MALKA-Klassen durchgeführt. 

Die Reduktion der Klassenanzahl hängt – wie in der Einleitung und in Kapitel 4 dargelegt − 

ausschliesslich mit der Covid-19-Situation und den damit verbundenen Komplikationen zu-

sammen.  

Die Analyse der beiden Versionen des Erhebungsinstruments erfolgt jeweils mit denselben 

Verfahren. Dieses Kapitel ist nach den angewendeten Verfahren gegliedert und die beiden 

Versionen des Erhebungsinstruments werden jeweils beide im selben Abschnitt besprochen. 

Das Hauptaugenmerk gilt dabei dem Vortest, welcher unter regulären Umständen (vor Eintre-

ten der Covid-19-Situation) und deshalb auch von mehr Kindern abgelegt wurde als der Nach-

test. Trotzdem erfolgt ein grosser Teil der Analysen auch für die Nachtest-Version des Erhe-

bungsinstruments. Dies geschieht insbesondere auch darum, weil mit 738 Kindern aus 46 

Klassen ein Grossteil des ursprünglichen Bestands auch den Nachtest abgelegt hat. 

 

5.1 Datenaufbereitung und deskriptive Statistiken (Vor- und Nachtest) 

In diesem Abschnitt werden die Codierung des Erhebungsinstruments und die Umwandlung 

der ursprünglichen Codierung für die weitere Analyse erläutert. Im Anschluss daran werden 

erste deskriptive Statistiken und Kennzahlen wiedergegeben. 

 

5.1.1 Korrektur und Umwandlung von Sondercodes, Umgang mit fehlenden Daten 

Das Vorgehen wird getrennt dargelegt für den Vor- bzw. den Nachtest, auch wenn es in vielen 

Hinsichten bei den beiden Versionen des Erhebungsinstruments sehr ähnlich war. 

 

Vortest Multiplikationsverständnis 

Der in Kapitel 4.4.5 beschriebene Vortest für das Multiplikationsverständnis wurde zu Beginn 

des Schuljahrs 2019/20 (zum Testzeitpunkt T3) in 68 Schulklassen mit den Kindern der zwei-

ten Klassen durchgeführt. Insgesamt wurden zu diesem Zeitpunkt 1'084 Kinder durch dieses 

Testinstrument erfasst. Einige Absenzen einzelner Kinder aufgrund von Krankheit zum Test-

zeitpunkt mussten dabei in Kauf genommen werden. Bei mehr als zwei Absenzen in einer 

Klasse oder sehr kurzem Anreiseweg für die testleitende Person wurde die Erhebung aber 
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nachgeholt. Mit der Limitierung der Absenzen (auf maximal eine pro Klasse) wurde sicherge-

stellt, dass keine systematischen Fehler aufgrund dieser Absenzen auftraten. Die Absenzen 

können als zufällige Ausfälle aus der Stichprobe betrachtet werden. 

Die Korrektur erfolgte gemäss der Anleitung, die im Anhang 8.2.2 wiedergegeben ist. Das 

Ziel der Codierung war es, die Bearbeitung durch die Kinder letztendlich dichotom (jeweils 

mit dem Code 0 oder mit dem Code 1) zu beurteilen. 

Es wurden dabei Sondercodes («4» und «5») verwendet für typische Fehler der Kinder, wel-

che in der ersten Klasse häufig noch «mild» bewertet werden. Der Sondercode «4» wurde 

verwendet für Bearbeitungen, bei denen die Zehner- und die Einerstelle (z.B. Kinderantwort 

12 anstelle der korrekten Zahl 21) verwechselt wurde. Der Sondercode «5» wurde verwendet 

für Bearbeitungen, bei denen die 6 mit der 9 verwechselt wurde. Diese Codierung kam zur 

Anwendung, um im Einklang zu bleiben mit dem Instrument BASIS-MATH 1+, welches we-

nige Monate vorher zum Testzeitpunkt T2 zum Einsatz gekommen war. Insgesamt mussten 

die Sondercodes «4» und «5» beide sehr selten verwendet werden. Unter 28'184 (1'084 Kin-

der zu je 26 Items) kam der Sondercode «4» genau 68mal, der Sondercode «5» genau 33mal 

zum Einsatz. Diese 68 bzw. 33 Verwendungen waren verteilt über verschiedene Items, so 

dass die quantitativen Auswirkungen der Umcodierung für die beiden Codes gering waren. 

Diese beiden Codes wurden für die Auswertung genauso wie beim Testinstrument BASIS-

MATH 1+ letztendlich zu einer «1» umcodiert, was einer milden Bewertung dieser zwei Feh-

lerarten entsprach. 

Der Sondercode «9» für unleserliche oder unverständliche Bearbeitungen durch die Kinder 

kam insgesamt 12mal zur Anwendung. Eine Analyse der Bearbeitungen zeigte, dass dieser 

Code sinnvollerweise in den Code «0» umgewandelt werden kann. Es handelte sich meist um 

Bearbeitungen, die gänzlich unleserlich waren oder als «Kritzeleien» bezeichnet werden 

könnten, nicht aber um Bearbeitungen, die bei grosszügiger Betrachtung als «richtig» hätten 

interpretiert werden können. Auch diese Umcodierung hat keinerlei wesentliche Auswirkung 

auf die weiteren Analysen, weil die Verwendung des Sondercodes «9» derart selten war. 

Die Kinder wurden so instruiert, dass sie Aufgaben auslassen sollen, wenn diese zu schwierig 

seien. Den Kindern wurde für die Bearbeitung des Testheftes auch ausreichend Zeit gelassen, 

so dass ausgelassene und leere Bearbeitungen mit 0 codiert wurden.  

Diese Art der Umcodierung geschah im Bewusstsein, dass kein Vorgehen bei der Umcodie-

rung «perfekt» oder «optimal» ist. Das Vorgehen wird an dieser Stelle aber der Transparenz 

willen ausführlich beschrieben (D. H. Rost, 2007, S. 195 ff.). Die Auswirkungen auf die 

Auswertung sind für alle Sondercodes in dieser Testerhebung vernachlässigbar. 

Insgesamt führte dies nach Umcodierung der Sondercodes zu 10'146 Bearbeitungen von Kin-

dern mit der Bewertung «0» und 18'038 Bearbeitungen von Kindern mit der Bewertung «1». 

 

 

 



154 

Nachtest Multiplikationsverständnis 

Der im Frühjahr 2020 von 738 Kindern abgelegte Nachtest enthielt die beiden im Vortest 

verwendeten Sondercodes nicht mehr. Bearbeitungen, die im Vortest mit den Sondercodes 

«4» und «5» codiert wurden, wurden im Nachtest mit 0 codiert, was dem Standard am Ende 

der zweiten Klasse entspricht. 

Im Nachtest wurde aber ein Sondercode «4» für die «trivialen» Bearbeitungen (Multiplikation 

mit 1 und Addition bzw. Subtraktion der 0) verwendet (siehe 8.2.4). Die Hauptabsicht dabei 

war es, diese Bearbeitungen, die auch schon im Vortest vorgekommen waren, auf ihre Häu-

figkeit hin zu untersuchen. Der Sondercode «4» wurde insgesamt lediglich 20mal, verteilt auf 

verschiedene Items, verwendet. Auch hier ist der quantitative Einfluss der Umcodierung ver-

nachlässigbar. Der Sondercode wurde letztlich in eine «1» umcodiert, womit die Bewertung 

dieser Antwort mit dem Vortest konsistent gewählt wurde.    

Der Sondercode «9» für «unleserlich» wurde nur einmal gewählt bei einer Bearbeitung, in der 

ein Kind die Multiple-Choice-Items mit Kreuzen statt Kreisen markiert hat. Dieser Code wur-

de – wiederum ohne Relevanz für die weiteren Rechnungen – in eine 1 umgewandelt. 

 

5.1.2 Testscore und deskriptive Statistiken 

Auch in diesem Kapitel erfolgen die Angaben sowohl für den Vor- als auch für den Nachtest. 

 

Testscore (Vortest Multiplikationsverständnis) 

Addiert man für jedes Kind die einzelnen Codes der 26 Items, so ergibt sich ein Wert zwi-

schen 0 und 26. In dieser Arbeit wird dieser Wert jeweils als Testscore des jeweiligen Kindes 

bezeichnet. Die Verteilung der Testscores der 1'084 Kinder im Vortest für das Multiplikati-

onsverständnis kann der Graphik in Abbildung 30 entnommen werden. 

 

Abbildung 30: Testscore der 1'084 Kinder (Vortest für das Multiplikationsverständnis) 
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Der Mittelwert der Testscore-Werte lag bei 16.6, die Standardabweichung bei 6.1, der Median 

bei 17. Der Testscore-Wert von 26 wurde von insgesamt 34 Kindern erreicht, während drei 

Kinder einen Testscore-Wert von 0 erreicht haben. 

 

Geschlechterunterschiede (Vortest Multiplikationsverständnis) 

Der Test wurde von 1'084 Kindern bearbeitet, davon waren 530 Mädchen und 554 Knaben. 

Die Geschlechter haben den Test unterschiedlich erfolgreich bearbeitet. Die 530 Mädchen 

haben einen Mittelwert von 15.9 bei einer Standardabweichung von 5.9 erreicht, die 554 

Knaben haben einen Mittelwert von 17.3 bei einer Standardabweichung von 6.2 erreicht. Die 

Unterschiede in den Mittelwerten sind signifikant, was bei der grossen Stichprobe aber auch 

nicht allzu stark erstaunt. Der t-Test unabhängiger Stichproben verwirft die Nullhypothese 

gleicher Mittelwerte (t(1082)=-3.83, p<.001, d=-0.23). 

 

Alternative Item-Gestaltung nach Ausgangssituationen (Vortest Multiplikationsverständnis) 

Als Alternative zur Addition der 26 Item-Bewertungen wurde die Idee untersucht, anstelle der 

26 Items die 19 Ausgangssituationen zu verwenden. Bei dieser Betrachtung würden jeweils 

diejenigen (insgesamt sieben) Situationen, in denen sowohl nach einer Zahl als auch nach 

einer Rechnung gefragt wurde, als ein einzelnes «Item» aufgefasst. Eine Ausgangssituation 

wird dann mit 1 bewertet, wenn beide Fragen – sowohl nach der Zahl als auch nach der Rech-

nung – mit 1 bewertet werden. 

Der Mittelwert der mit 1 bewerteten Bearbeitungen liegt bei dieser Betrachtung bei 11.8, die 

Standardabweichung bei 4.6, der Median bei 12. Der höchste mögliche Testscore-Wert von 

19 wird bei dieser Betrachtung weiterhin von (genau denselben) 34 Kindern erreicht, während 

sieben Kinder bei dieser Betrachtung einen Testscore-Wert von 0 erreichen. Die Verteilung 

kann Abbildung 31 entnommen werden. 

 

 

Abbildung 31: Testscore der 1'084 Kinder nach Ausgangssituation (Vortest für das Multiplikationsverständnis) 
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Bei verschiedenen Auswertungen (z.B. bei der Bestimmung der Reliabilität, der Passung der 

Items etc.) ergaben sich nur geringfügige Unterschiede zwischen diesen beiden Betrachtun-

gen. Aus diesem Grunde wurde entschieden, alle 26 ursprünglichen Items für die weitere 

Analyse zu behalten. Auf diese Art geht für weiterführende Untersuchungen am wenigsten 

Information verloren. 

 

Testscore (Nachtest Multiplikationsverständnis) 

Auch im Nachtest lag die Anzahl der verschiedenen Items bei 26. Dies ermöglichte für die 

einzelnen Kinder als Testscore jeweils einen Wert zwischen 0 und 26. Die Verteilung des 

Testscores der 738 Kinder, welche den Nachtest abgelegt haben, kann Abbildung 32 ent-

nommen werden. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Der Nachtest wurde trotz den Schulschliessungen besser gelöst als der Vortest. Die Kinder 

erreichten nach Umcodierung bei 69.4% der Items eine 1. Dieser Wert lag im Vortest noch 

bei 64.0% und dürfte bei einem regulären Schuljahr ohne Schulschliessungen noch höher zu 

liegen kommen.  

Der höchste mögliche Testscore-Wert von 26 wurde von 19 der 738 Kinder erreicht, den tiefs-

ten möglichen Wert von 0 erreichten 2 Kinder.  

 

Deckeneffekte bei der ausschliesslichen Betrachtung der Brückenitems  

Die 12 verwendeten Brückenitems stellten sich im Nachtest als verhältnismässig leicht her-

aus. Dies führt zu einem Deckeneffekt, falls man ausschliesslich die 12 Brückenitems be-

trachtet. 

In Abbildung 33 ist die Verteilung des Testscores der Kinder zu sehen, die in Kapitel 6 für die 

Einschätzung des Längsschnitts herangezogen werden. Die Darstellung zeigt die Werte für 
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Abbildung 32: Testscore der 738 Kinder (Nachtest für das Multiplikationsverständnis) 



157 

den Testscore, welche die Kinder im Nachtest erreichten, wenn man das Testinstrument auf 

die 12 Brückenitems reduziert. 

  

 

Abbildung 33: Anzahl Kinder pro Testscore im Nachtest für das Multiplikationsverständnis (12 Brückenitems) 

Der Item-Schwierigkeitsindex wird im Folgenden insbesondere in Kapitel 5.2.1 vertieft be-

trachtet und in Tabelle 10 für die Brückenitems wiedergegeben. Die Konsequenzen für die 

Analyse des Längsschnitts werden in Kapitel 6.3.2 erneut aufgegriffen.   

 

Geschlechterunterschiede (Nachtest Multiplikationsverständnis) 

Der Test wurde von 738 Kindern bearbeitet, davon waren 365 Mädchen und 373 Knaben. Die 

Geschlechter haben den Test unterschiedlich erfolgreich bearbeitet. Die 365 Mädchen haben 

einen Mittelwert von 17.5 bei einer Standardabweichung von 5.8 erreicht, die 373 Knaben 

haben einen Mittelwert von 18.6 bei einer Standardabweichung von 5.8 erreicht. Die Unter-

schiede in den Mittelwerten sind wie schon beim Vortest signifikant. Der t-Test unabhängiger 

Stichproben verwirft die Nullhypothese gleicher Mittelwerte (t(736)=-2.44, p=.015, d=-0.18). 
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5.2 Analyse mittels klassischer Testtheorie (Vor- und Nachtest) 

In diesem Abschnitt werden sowohl für den Vor- als auch für den Nachtest zum Multiplikati-

onsverständnis die Ergebnisse der Auswertungen mittels klassischer Testtheorie (KTT) prä-

sentiert. Die Analysen umfassen den Item-Schwierigkeitsindex für die jeweiligen 26 Items, 

die Trennschärfen der Items und die interne Konsistenz des Tests (gemessen mit Cronbachs 

Alpha). Auch werden die Interitem-Korrelationen präsentiert. 

 

5.2.1 Item-Schwierigkeitsindex 

Es folgen die Angaben getrennt für den Vor- bzw. für den Nachtest des Multiplikationsver-

ständnisses. 

 

Vortest Multiplikationsverständnis 

Der Item-Schwierigkeitsindex für die 26 Items dieses Testinstruments ergibt sich für jedes 

einzelne Item aus der relativen Häufigkeit der richtigen Bearbeitung durch die Kinder (Moos-

brugger & Kelava, 2012, S. 81 ff.). Die Item-Varianzen ergeben sich für dichotom codierte 

Items direkt aus den Werten des Schwierigkeitsindexes und liefern keine neue Information, 

weshalb sie an dieser Stelle nicht angegeben werden. 

Tabelle 8: Item-Schwierigkeit im Vortest 

Item Schwierigkeitsindex 
 

Item Schwierigkeitsindex 

1 .91 
 

9a .82 

2 .78 
 

9b .71 

3 .85 
 

10a .46 

4a .69 
 

10b .36 

4b .68 
 

11 .72 

5a .78 
 

12 .57 

5b .64 
 

13 .36 

6a .47 
 

14 .74 

6b .44 
 

15 .39 

7a .72 
 

16 .71 

7b .58 
 

17 .74 

8a .54 
 

18 .82 

8b .40 
 

19 .77 

 

Dem Schwierigkeitsindex der einzelnen Items kann entnommen werden, dass viele Items eher 

«leicht» waren. Werte im Bereich von .50 sind wünschenswert, leichtere Items (mit höheren 

Werten) eignen sich insbesondere zur Differenzierung zwischen schwächeren Kindern. Der 
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hohe Wert bei Item 1 ist kein Zufall, da ein besonders leichtes Item zum Einstieg gewählt 

wurde, damit die Kinder nicht unnötigerweise verunsichert werden. 

 

Nachtest Multiplikationsverständnis 

Der Item-Schwierigkeitsindex für die einzelnen Items des Nachtests wurde auf dieselbe Art 

berechnet wie für den Vortest. Die Ergebnisse lauten: 

Tabelle 9: Item-Schwierigkeit im Nachtest 

Item Schwierigkeitsindex 
 

Item Schwierigkeitsindex 

1a .91 
 

9b .67 

1b .84 
 

10a .56 

2 .29 
 

10b .59 

3a .70 
 

11 .92 

3b .70 
 

12 .69 

4 .43 
 

13 .68 

5a .70 
 

14 .73 

5b .69 
 

15 .78 

6 .74 
 

16 .86 

7 .88 
 

17 .71 

8a .76 
 

18 .80 

8b .72 
 

19 .56 

9a .62 
 

20 .53 

 

Wie schon im Vortest wurden viele Items sehr gut gelöst. Wie in Kapitel 5.1.2 beschrieben 

wurden die Items besser gelöst als beim Vortest. Eine solche Veränderung wurde erwartet, da 

12 der 26 Items Brückenitems waren, die unverändert aus dem Vortest übernommen wurden. 

Die Veränderung bei diesen Brückenitems zeigt sich in der folgenden Übersicht. 
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Tabelle 10: Item-Schwierigkeit der Brückenitems (Vor- und Nachtest) 

Brückenitem 
Item-Nr. 

im Vortest 

Item-Nr. 

im Nachtest 

Item- 

Schwierigkeit 

im Vortest 

Item- 

Schwierigkeit 

im Nachtest 

Stifte 2 7 .78 .88 

Autos (Zahl) 4a 1a .69 .91 

Autos (Rechnung) 4b 1b .68 .84 

Bücher (Zahl) 6a 3a .47 .70 

Bücher (Rechnung) 6b 3b .44 .70 

Stühle (Zahl) 8a 8a .54 .76 

Stühle (Rechnung) 8b 8b .40 .72 

Korb (Zahl) 10a 5a .46 .70 

Korb (Rechnung) 10b 5b .36 .69 

Füsse 13 13 .36 .68 

Beeren (3 Teller) 14 11 .74 .92 

Beeren (7 Teller) 15 12 .39 .69 

 

Die 14 zusätzlichen Items des Nachtests waren gegenüber den Brückenitems schwieriger zu 

lösen, was zur Differenzierung zwischen leistungsstärkeren Kindern beitrug. 

 

5.2.2 Trennschärfen und interne Konsistenz 

Auch in diesem Kapitel erfolgen die verschiedenen Angaben einzeln für den Vor- bzw. für 

den Nachtest. 

 

Vortest Multiplikationsverständnis 

Für die Erhebung im Vortest ergab sich als Reliabilitätsstatistik ein Wert von α = .89 für 

Cronbachs Alpha. Die Trennschärfen der einzelnen Items können Tabelle 11 entnommen 

werden. Als «gute» Trennschärfen gelten Werte zwischen .4 und .7 (Moosbrugger & Kelava, 

2012, S. 86). Somit weisen bei dieser Erhebung die meisten Items eine «gute» Trennschärfe 

auf. Ausnahmen bilden das besonders leichte Einstiegsitem «Item 1» mit einem Wert von .26 

sowie die beiden Items 5a und 16 mit Werten zwischen .3 und .4. 

 

Nachtest Multiplikationsverständnis 

Für die Erhebung im Nachtest ergab sich als Reliabilitätsstatistik ein Wert von α = .89 für 

Cronbachs Alpha. Die Trennschärfen der einzelnen Items können  
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Tabelle 12 entnommen werden. Von insgesamt 26 Items weisen deren 18 «gute» Trennschär-

fen im Bereich von .4 bis .7 auf. Alle diese Werte liegen zwischen .4 und .6. Bei den acht an-

deren Items (Item 1a, 2, 7, 8a, 8b, 11, 18 und 20) wurden Trennschärfen ausserhalb der Band-

breite .4 bis .7 beobachtet. Alle Werte für diese acht Items liegen zwischen .3 und .4. 

 

Tabelle 11: Trennschärfen («Item-Skala-Korrelationen») im Vortest 

Item 
Korrigierte 

Item-Skala-Korrelation  
Item 

Korrigierte 

Item-Skala-Korrelation 

1 .26 
 

9a .52 

2 .45 
 

9b .54 

3 .46 
 

10a .49 

4a .43 
 

10b .51 

4b .49 
 

11 .51 

5a .30 
 

12 .51 

5b .46 
 

13 .46 

6a .51 
 

14 .44 

6b .49 
 

15 .42 

7a .43 
 

16 .38 

7b .51 
 

17 .52 

8a .47 
 

18 .48 

8b .47 
 

19 .47 
 

 

Tabelle 12: Trennschärfen («Item-Skala-Korrelationen») im Nachtest 

Item 
Korrigierte 

Item-Skala-Korrelation  
Item 

Korrigierte 

Item-Skala-Korrelation 

1a .39 
 

9b .58 

1b .43 
 

10a .42 

2 .34 
 

10b .53 

3a .49 
 

11 .35 

3b .48 
 

12 .45 

4 .49 
 

13 .54 

5a .53 
 

14 .42 

5b .55 
 

15 .44 

6 .59 
 

16 .43 

7 .39 
 

17 .44 

8a .33 
 

18 .39 

8b .33 
 

19 .40 

9a .51 
 

20 .34 
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5.2.3 Inter-Item-Korrelationen 

Die Inter-Item-Korrelationsmatrizen des Vortests finden sich der Lesbarkeit halber im An-

hang. Die erste Tabelle im Anhang 8.4.1 gibt sämtliche Werte wieder. Es ergeben sich 152 

verschiedene Inter-Item-Korrelationswerte (die trivialen Korrelationen von 1.00 eines Items 

mit sich selbst nicht mitgezählt). Sämtliche Werte sind positiv und alle Werte sind auf einem 

1% Niveau signifikant unterschiedlich von 0. Interessant ist es insbesondere, die besonders 

hohen Werte zu betrachten. In der zweiten Tabelle sind nur die Werte über .30, in der dritten 

Tabelle sind nur die Werte über .35 dargestellt. Farbig markiert sind die Items mit einem in-

haltlichen Zusammenhang bzw. einem sehr ähnlichen Itemformat. An verschiedenen Stellen 

wird die hohe Korrelation der Kinderantworten bei der Frage nach der Zahl bzw. nach der 

Rechnung für dieselbe Ausgangssituation ersichtlich. Items 11 bis 15 weisen eine gewisse 

«Verwandtschaft» auf, da bei diesen fünf Items jeweils nach einer Zahl gefragt wird. Items 16 

bis 19 wiederum sind untereinander «verwandt» indem bei ihnen – bei nicht angeleiteter 

selbstständiger Bearbeitung durch die Kinder – für verschiedene Punktefelder und Punkte-

muster nach einer Rechnung gefragt wird. Besonders die Einschränkung auf Werte über .35 

macht das entstehende Korrelationsmuster besonders gut sichtbar. 

Die Inter-Item-Korrelationsmatrizen des Nachtests finden sich ebenfalls im Anhang. Die vier-

te Tabelle im Anhang 8.4.1 gibt sämtliche Werte wieder. Es ergibt sich dieselbe Anzahl Werte 

wie beim Vortest, da der Nachtest in der eingesetzten Form dieselbe Anzahl Items enthält wie 

der Vortest. Wie schon beim Vortest sind sämtliche Werte positiv und auf einem 1%-Niveau 

signifikant unterschiedlich von 0. Es ergeben sich ähnliche Korrelationsmuster wie im Vor-

test, insbesondere hohe Zusammenhänge zwischen den Bearbeitungen der Kinder zur selben 

Ausgangssituation. 

Ähnlich wie beim Vortest zeigt sich eine Verwandtschaft zwischen den Items 15 bis 18, in 

denen mit Punktefeldern gearbeitet wird. Dieser Effekt wird auch bei der folgenden Faktor-

analyse in Kapitel 5.3 in Erscheinung treten und dort noch eingehend diskutiert werden. 
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5.3 Faktoranalysen 

Die Faktoranalysen wurden für den Vor- bzw. für den Nachtest getrennt durchgeführt. Die 

Ergebnisse dieser Analysen werden an dieser Stelle berichtet. 

 

5.3.1 Faktoranalyse für den Vortest 

Die Stichprobe des Vortests mit den 1'084 Kinderbearbeitungen und den 26 Items wurde einer 

explorativen Faktoranalyse unterzogen. Diese Analyse geschah mit den dichotom umcodier-

ten Werten der Kinderbearbeitungen. Das Ziel der Untersuchung war es, Aufschluss darüber 

zu erhalten, ob und gegebenenfalls wie das mit diesem Instrument erhobene Konstrukt in Fak-

toren zerfällt. Ein zweites Ziel war es, noch einmal darüber zu befinden, ob einzelne Items für 

die weiteren Rechnungen aus der Analyse ausgeschlossen werden sollten. 

Dabei stellt sich zuerst die Frage, ob diese explorative Faktoranalyse bei dem vorliegenden 

Datensatz sinnvoll ist, d.h. ob die notwendigen Voraussetzungen für eine explorative Faktor-

analyse gegeben sind.  

Falls dies der Fall ist, so stellt sich die Folgefrage nach der sinnvollsten Wahl für die Anzahl 

Faktoren. Für diese Untersuchung werden verschiedene Kriterien herangezogen, welche beim 

selben Datensatz à priori zu unterschiedlichen Ergebnissen führen können. Die Besprechung 

dieser verschiedenen Kriterien und das Fazit aus den Ausführungen sind in diesem Abschnitt 

dargelegt.  

In diesem Abschnitt werden also die Voraussetzungen für eine explorative Faktoranalyse ge-

prüft. Sodann wird die Faktoranalyse durchgeführt und die Ergebnisse derselben dargestellt.  

 

Voraussetzungen für eine explorative Faktoranalyse 

Als Voraussetzung für die Eignung der Variablen für eine explorative Faktoranalyse mit der 

Hauptkomponentenanalyse sind drei Kriterien zu prüfen. Einerseits bedarf es einer substanti-

ellen Korrelation zwischen den einzelnen Variablen (Items), im weiteren einen Kaiser Meyer 

Olkin (KMO)-Kennwert von mindestens .6 sowie einen signifikanten Bartlett-Test auf Sphä-

rizität mit welchem die Nullhypothese der vollkommenen Unkorreliertheit der einzelnen 

Items verworfen wird (Field, 2013; Schweinberger, 2018, S. 20).  

Diese Voraussetzungen wurden geprüft und sind beim vorliegenden Datensatz gegeben. Die 

Korrelation zwischen den einzelnen Items ist im Anhang 8.4.1 dargelegt. Alle Inter-Items-

Korrelationen sind wie in Kapitel 5.2.3 dargelegt positiv und alle Items korrelieren signifikant 

miteinander. Der KMO-Kennwert für die Stichprobeneignung beträgt .875 und ist somit aus-

reichend hoch, der Bartlett-Test verwirft (χ
2
(df=325) = 8'695.5, p<.001). 

In der Literatur wird kontrovers diskutiert, ob die Hauptkomponentenanalyse als Standardver-

fahren für eine Faktoranalyse bei dichotomen Daten angezeigt ist (stats.stackexchange.com, 

2011). Es wird darauf hingewiesen, dass eine solche Faktoranalyse mit dichotomen Daten mit 

Modellen der IRT in Zusammenhang steht (Takane & De Leeuw, 1987; Kamata & Bauer, 
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2008). Dieser Zusammenhang kann als Argument für die Verwendung der Hauptkomponen-

tenanalyse gedeutet werden. In dieser Arbeit wird nun die Hauptkomponentenanalyse auf den 

vorliegenden dichotomen Datensatz angewendet. 

 

Wahl der Anzahl Faktoren 

Für die Wahl der Anzahl Faktoren gibt es verschiedene Kriterien, von denen das Kaiser-

Kriterium, die Analyse des Screeplots und die Parallelanalyse die zentralen Kriterien darstel-

len (Hayton et al., 2004; Field, 2009, S. 627 ff.; Moosbrugger & Kelava, 2012, S. 326 ff.; Eid 

et al., 2017, S. 923 ff.; Schweinberger, 2018). 

Der vorliegende Datensatz wurde auf diese Kriterien hin untersucht. Dabei ergaben sich 8 

Eigenwerte, die über 1 lagen und damit das Kaiser-Kriterium erfüllen, aber auch ein 

Screeplot, der so interpretiert werden kann, dass nur ein einzelner Faktor zu wählen ist (siehe 

Anhang 8.4.3). Die stärkste Beugung («Knick») tritt bei Verbindung der Eigenwerte im 

Screeplot bereits nach dem ersten Faktor auf. 

Tabelle 13: Die grössten zehn Eigenwerte für den Vortest, von denen acht über 1 liegen. 

Faktor Eigenwert % der Varianz Kumulierte % 

1 7.080 27.231 27.231 

2 1.633 6.282 33.512 

3 1.387 5.335 38.847 

4 1.323 5.087 43.935 

5 1.193 4.587 48.522 

6 1.136 4.369 52.891 

7 1.083 4.164 57.054 

8 1.018 3.917 60.971 

9 0.919 3.534 64.505 

10 0.818 3.147 67.652 

 

In (Field, 2009, S. 662) wird für die Verwendung des Kaisers-Kriteriums als Kriterium an den 

Bestand eine Grösse von mindestens 250 Probanden und eine durchschnittliche Kommunalität 

von mindestens .6 genannt. Dieses Kriterium ist bei diesem Bestand mit N=1'084 und einer 

durchschnittlichen Kommunalität von .61 erfüllt. Die einzelnen Kommunalitäten sind im An-

hang 8.4.2 wiedergegeben. 

Obwohl mit diesen Angaben und diesem Kriterium auf acht Faktoren geschlossen werden 

könnte, wurde der Bestand einer zusätzlichen Parallelanalyse unterzogen. Bei dieser wird der 

Bestand verglichen mit einer «parallelen» Analyse mit Zufallsdaten, um zu eruieren, wie viele 
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der Faktoren auch durch Zufallseffekte zustande gekommen sein könnten. Auf diese Art lässt 

sich die Anzahl sinnvoll zu extrahierender Faktoren reduzieren.  

Die Parallelanalyse wurde in der Software-Umgebung R mit Hilfe des R-packages «psych» 

(Revelle, 2020) durchgeführt. Mit dieser Parallelanalyse konnte die Anzahl Faktoren von ur-

sprünglich acht Faktoren nach dem Kaiser-Kriterium auf 5 Faktoren reduziert werden. Die 

Ergebnisse der Parallelanalyse können als Indiz dafür betrachtet werden, dass bei den zusätz-

lichen 3 Faktoren auch Zufallseffekte für die Höhe der Eigenwerte als Erklärung herangezo-

gen werden können. Mit der Wahl dieser 5 Faktoren wird ein Varianzanteil von 48.5% erklärt, 

was auch der Darstellung in Tabelle 13 entnommen werden kann. 

 

Ergebnisse der Faktoranalyse / Ladungen auf den einzelnen Faktoren nach Rotation 

Mit den verbleibenden fünf Faktoren wurde sodann die Rotation gerechnet, was zu den Fak-

torladungen in Tabelle 14 geführt hat. 

Für die weitere Besprechung werden die fünf Faktoren so benannt, dass die Interpretation 

einfacher wird (siehe spätere Ausführungen). Die Namen für die fünf Faktoren lauten «Sach-

situationen zur Multiplikation» (Faktor 1), «Operation erster Stufe» (Faktor 2), «Punktebilder 

und Struktur» (Faktor 3), «Aufmerksamkeit» (Faktor 4), «Abzählen» (Faktor 5).  

Auch die Doppelladungen bei den Items 4b, 7b, 10a und 10b können mit dieser Namensge-

bung und der entsprechenden Interpretation sinnvoll gedeutet werden.  

Es fällt auf, dass die Items in Gruppen auf die jeweiligen Faktoren laden. Bemerkenswert ist 

dabei, dass die ersten vier Items, bei denen noch keine multiplikative Struktur vorliegt und die 

ausschliesslich die Operationen erster Stufe bedienen, auf den Faktor 2 («Operationen erster 

Stufe») laden, auf welche die meisten anderen Items nicht laden. Eine Ausnahme bilden die 

verhältnismässig leichten Items 9a und 9b (Ausgangssituation «Vasen»).  

Das Item 5 («Schokolade») lädt als (beinahe) einziges Item auf den Faktor 5 («Abzählen»). 

Bei diesem Item konnte während der Testdurchführung beobachtet werden, dass es von ver-

schiedenen Kindern zählend durch Abzählen (mit dem Stift oder mit dem Finger) der einzel-

nen Stücke der Schokolade bearbeitet wurde. Dies stellt einen Vorgang dar, welcher bei vie-

len anderen Items weniger gut möglich war. Allenfalls noch bei Item 7a (Eier; Frage nach der 

Anzahl), bei dem ebenfalls eine Ladung auf dem Faktor 5 beobachtet werden kann. 

Die Items 6 und 10 laden auf einen weiteren Faktor 4 («Aufmerksamkeit»). Bei diesen beiden 

Items war jeweils ein hohes Mass an Aufmerksamkeit notwendig, um das Item richtig zu lö-

sen. Bei Item 6 war es notwendig, auch die Frage «Wie viele Bücher haben sie zusammen? » 

bis am Ende aufmerksam mit zu verfolgen. Einige Kinder gaben die Anzahl Bücher von Ma-

nuel an und beantworteten Item 6a mit «8» und 6b mit «4+4». Eine vergleichbare Schwierig-

keit gab es bei Item 10, bei welchem es notwendig war, auch den Anfang des Satzes zu erfas-

sen. Viele Kinder bearbeiteten dieses Item mit «1+1+1», dies möglicherweise durch stärkeren 

Fokus auf die optische Präsentation des Items als auf die sprachliche. Durch die Optik konnte 

bei diesem Item aber nur ein Teil der Aufgabenstellung erfasst werden. Ohne die vier Gänge 
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in den Keller zu erfassen, konnte dieses Item nicht richtig bearbeitet werden. Auch die La-

dung des Items 4 auf diesen Faktor kann durch ähnliche Effekte erklärt werden. Es war bei 

dem Item mit den Autos notwendig, die Namen der beiden Mädchen genau auseinanderzuhal-

ten. 

Auffallend ist ferner die Ladung der Items 8 bis 15 auf denselben Faktor 1 («Sachsituation zur 

Multiplikation»). Dies ist insofern bemerkenswert als dass bei einigen dieser Items nach ei-

nem Term, bei anderen aber lediglich nach einer Zahl gefragt wird.  

Die Items 16 bis 19 wiederum laden als einzige auf einen gemeinsamen Faktor 3 («Punktefel-

der/Struktur»). Diese vier Items bildeten den Abschluss des Tests und wurden wie auch die 

Items 11 bis 15 von den Kindern selbständig gelöst. Beobachtet wurde dabei eine Häufung 

von Kinderarbeiten, welche auf die Anzahl Punkte fokussierte und nicht eine passende Rech-

nung präsentierten, sondern die (häufig korrekte) Anzahl der Punkte (z.B. 18 bei Item 16, 30 

bei Item 17 usw.), was aber zur Bewertung 0 führte. Allenfalls kann dies durch Ermüdungsef-

fekte gegen Ende der Testdurchführung erklärt werden. Eine andere Erklärung wäre der Dis-

traktionseffekt, der sich einstellt, nachdem in fünf Items (11 bis 15) nach einer Zahl gefragt 

wurde, kombiniert mit einem Überfliegen oder einer zumindest nicht sehr aufmerksamen Lek-

türe der Leitfrage «Finde eine passende Rechnung.» Bemerkenswert auch die Tatsache, dass 

alle vier Items auf denselben Faktor laden, obwohl bei den Items 16 und 17 die Bewertung 

«strenger» war und die Struktur des Terms zum Würfelbild passen musste, was bei den letzten 

beiden Items 18 und 19 nicht mehr der Fall war.  

Auch denkbar ist es, dass in dieser Faktoranalyse die verschiedenen theoretisch verankerten 

Facetten des Konstrukts Operationsverständnis sichtbar werden und die vier Items 16 bis 19 

sich deshalb von den anderen unterscheiden, weil nur bei ihnen die Strukturierungsfähigkeiten 

der Kinder erhoben werden. Die Analyse des Nachtests (siehe Kapitel 5.3.2) wird diese Mög-

lichkeit noch einmal wahrscheinlicher werden lassen, daher die Wahl des Namens «Punkte-

felder/Struktur» für den Faktor 3. 

Die Doppelladung bei Item 4b (Rechnung zur Aufgabe mit den Autos) kann erklärt werden 

dadurch, dass es sich gleichzeitig um ein Item zu einer Grundoperation erster Stufe (der Sub-

traktion) handelt sowie auch um ein Item, welches besondere (sprachliche) Aufmerksamkeit 

verlangt. Die Doppelladung bei Item 7b (Rechnung zur Aufgabe mit den Eiern) kann auf 

sinngemäss gleiche Art und Weise gedeutet werden. Die Items 10a und 10b (zur Ausgangssi-

tuation «Korb») zeigen eine Doppelladung aufgrund der Tatsache, dass es sich um eine Aus-

gangssituation zur zeitlich-sukzessiven Grundvorstellung handelt. Die Schwierigkeit, die sich 

den Kindern dabei stellt, ist diejenige, dass sie sich die Geschichte vor Augen führen müssen 

ohne ein «Endbild» räumlich-simultaner Art vor sich zu sehen. Insofern ist die Ladung auf 

den Faktor 4 («Aufmerksamkeit») nebst der Ladung auf den Faktor 1 («Sachsituation zur 

Multiplikation») verständlich. 
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Tabelle 14: Faktorladungen (>.3) für den Vortest (mit 5 Faktoren; nach Rotation) 

 Faktoren 

Item 

1 

Sachsituationen 

Multiplikation 

2 

Operationen 

erster Stufe 

3 

Punktebilder 

& Struktur 

4 

Aufmerksamkeit 

5 

Lösen durch 

Abzählen 

1  .520    

2  .668    

3  .741    

4a  .436    

4b  .531  .311  

5a     .834 

5b     .744 

6a    .797  

6b    .818  

7a     .439 

7b  .301  .344  

8a .506     

8b .447     

9a .395 .363    

9b .362 .450    

10a .493   .527  

10b .430   .546  

11 .541     

12 .574     

13 .544     

14 .625     

15 .641     

16   .647   

17   .724   

18   .758   

19   .726   

Anmerkungen. Extraktionsmethode: Hauptkomponentenanalyse. Rotationsmethode: Varimax mit Kaiser-

Normalisierung. 
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5.3.2 Faktoranalyse für den Nachtest 

Der Nachtest wurde mithilfe der Bearbeitungen der 738 Kinder im Frühjahr 2020 auf dieselbe 

Art und Weise wie der Vortest einer exploratorischen Faktoranalyse unterzogen.  

 

Voraussetzungen für eine explorative Faktoranalyse 

Alle Items weisen positive Korrelationen zueinander auf (siehe Anhang 8.4.1), auch wenn die 

Werte dieser Korrelationen zum Teil nicht sehr hoch sind. Viele Inter-Item-Korrelationswerte 

liegen im Bereich von etwa .2, was leicht unterhalb des wünschenswerten Niveaus von etwa 

.3 liegt. Einzelne Items korrelieren aber auch mit einem Wert von .3 und höher, Werte unter 

.15 sind selten. Die Inter-Item-Korrelationstabelle sollte also einer explorativen Faktoranalyse 

nicht im Wege stehen. 

Die weiteren Voraussetzungen für die exploratorische Faktoranalyse in Form eines Kaiser-

Meyer-Olkin-Kennwerts über .6 und einem signifikant verwerfenden Bartlett-Test sind gege-

ben. Das Mass für die Stichprobeneignung nach Kaiser-Meyer-Olkin beträgt .867, der Bart-

lett-Test auf Sphärizität verwirft (χ
2
(df=325) = 6'187.7, p<.001).  

 

Wahl der Anzahl Faktoren 

Wie in Kapitel 5.3.1 erfolgt an dieser Stelle die Angabe der Eigenwerte sowohl in tabellari-

scher Form als auch in Form des Screeplots (siehe Anhang 8.4.3). 

Der erste Knick im Screeplot ergibt sich nach dem ersten, ein zweiter leichter Knick zeigt sich 

nach dem zweiten Eigenwert. 

Beim Nachtest beträgt der Mittelwert der Kommunalitäten .58, was knapp unterhalb des ge-

wünschten Werts von .6 liegt. Die Anzahl Kinder, welche den Test abgelegt haben, liegt mit 

738 verhältnismässig hoch im Vergleich zur Zielgrösse von 250 (siehe Kapitel 5.3.1). 

 

Wie auch für den Vortest wurde die Anzahl Faktoren reduziert durch einen Vergleich mit 

einem Paralleltest, der mit der Software R gerechnet wurde. Dabei hat sich gezeigt, dass zwei 

der sieben Faktoren (Anzahl Eigenwerte grösser als 1) durch Zufallseffekte zustande gekom-

men sein könnten. Der Vergleich rechtfertigt eine Reduktion der Anzahl zu wählender Fakto-

ren von 7 auf 5. Gemäss Tabelle 15 wird mit dieser Wahl 49.0% der Varianz erklärt. 

 

Ergebnisse der Faktoranalyse / Ladungen auf den einzelnen Faktoren nach Rotation 

Aufgrund der obigen Überlegungen wurde die Anzahl von 5 Faktoren gewählt. Das gemesse-

ne Konstrukt zerfällt wie schon beim Vortest. Wiederum sind in Tabelle 16 diejenigen Faktor-

ladungen dargestellt, welche den Wert .3 übersteigen. 
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Tabelle 15: Die grössten zehn Eigenwerte für den Nachtest, von denen sieben über 1 liegen. 

Faktor Eigenwert % der Varianz Kumulierte % 

1 6.946 26.717 26.717 

2 1.752 6.739 33.456 

3 1.422 5.470 38.925 

4 1.378 5.299 44.225 

5 1.248 4.801 49.026 

6 1.141 4.388 53.415 

7 1.064 4.092 57.507 

8 0.951 3.658 61.164 

9 0.924 3.555 64.720 

10 0.920 3.537 68.257 

 

 

Es fällt auf wie – in Analogie zum Vortest – die ersten zwei Items 1a und 1b zur Ausgangssi-

tuation «Autos» sowie Item 7 zur Ausgangssituation «Stifte» auf einen anderen Faktor laden 

als sämtliche anderen Items. Diese drei Items sind diejenigen, in denen Sachsituationen zu 

Grundrechenarten erster Stufe beschrieben werden. Die Items mit multiplikativer Struktur 

hingegen laden alle hauptsächlich auf die Faktoren 1 bis 4. 

Die Brückenitems 3a und 3b («Bücher) laden als einzige auf den Faktor 4. 

Es wiederholt sich die Feststellung aus dem Vortest, dass die Items zu den Punktefeldern 

(Items 15 bis 18) auf einen separaten Faktor laden. Auch hier könnte dies mit dem leicht an-

dersartigen Itemformat (schriftliche ausdrückliche Frage nach einer Malrechnung) oder auch 

damit erklärt werden, dass diese vier Items die Facette der Strukturierungsfähigkeit der Kin-

der bedient. 

Auch im Nachtest zeichnet sich das Item zur Ausgangssituation «Korb und Flaschen» (zur 

zeitlich-sukzessiven Grundvorstellung der Multiplikation) dadurch aus, dass es sich in den 

Bearbeitungen der Kinder von der Mehrheit der sprachlich und optisch präsentierten Aus-

gangssituationen abgrenzt. Interessanterweise lädt es im Nachtest auf denselben Faktor wie 

die Items zu 11 bis 13 («Beeren» und «Füsse») sowie die beiden Multiple-Choice Items 19 

und 20, welche sich trotz andersartigem Itemformat verhältnismässig unauffällig einreihen. 

Mit den beiden Multiple-Choice-Items scheint es gelungen zu sein, ein für die Kinder etwas 

anspruchsvolleres Itemformat zum selben Konstrukt zu entwerfen. 

In Analogie zum Vortest werden deshalb die fünf Faktoren mit Namen versehen. Für den 

Nachtest lauten diese fünf Namen «Sachsituationen zur Multiplikation I» (Faktor 1), «Punk-

tebilder und Struktur» (Faktor 2), «Sachsituationen zur Multiplikation II» (Faktor 3), «Bü-
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cher» (Faktor 4) und «Operationen erster Stufe» (Faktor 5). Im Gegensatz zum Vortest lassen 

sich hier die beiden Faktoren 1 und 3 (beide zu Sachsituationen zur Multiplikation» und die 

Aufteilung der Ladungen auf diese beiden Faktoren nicht gänzlich erklären. Dazu passt auch 

die Beobachtung, dass drei der vier auftretenden Doppelladungen zwischen diesen beiden 

Faktoren auftreten. Die vierte Doppelladung ist diejenige bei Item 7 («Stifte»). Dieses Item 

lädt erwartungsgemäss auf den Faktor für die Operationen erster Stufe. Gleichzeitig und mit 

einem tieferen Wert lädt es auf den Faktor, der von den «Sachsituationen zur Multiplikation 

I» gebildet wird. Die Faktorladung von .308 für diesen Effekt liegt sehr nahe am Grenzwert 

von .3 und wird in dieser Arbeit nicht weiter interpretiert. 
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Tabelle 16: Faktorladungen (>.3) für den Nachtest (mit 5 Faktoren; nach Rotation) 

 Faktoren 

Item 

1 

Sachsituationen  

Multiplikation I 

2 

Punktebilder 

& Struktur 

3 

Sachsituationen 

Multiplikation II 

4 

Bücher 

5 

Operationen 

erster Stufe 

1a     .821 

1b     .827 

2 .329     

3a    .895  

3b    .901  

4 .461     

5a .420  .426   

5b .505  .330   

6 .638     

7 .308    .385 

8a .326     

8b .667     

9a .644     

9b .707     

10a .531     

10b .661     

11   .499   

12   .509   

13 .470  .311   

14 .432     

15  .642    

16  .757    

17  .718    

18  .771    

19   .671   

20   .683   

Anmerkungen. Extraktionsmethode: Hauptkomponentenanalyse. Rotationsmethode: Varimax mit Kaiser-

Normalisierung. 
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5.4 Analyse mittels IRT (Vortest) 

In diesem Abschnitt erfolgt eine Analyse der Testerhebung für den Vortest mittels Item 

Response Theorie, insbesondere mit dem Rasch-Modell. Wie bereits erwähnt ist das Rasch-

Modell bereits bei der Entwicklung dieses Erhebungsinstruments als Auswertungsmodell für 

die Erhebung festgelegt worden. Items wurden aufgrund ihrer Passung ins Rasch-Modell aus-

gewählt. 

Dargelegt werden Item-Schwierigkeiten und die Personenfähigkeiten, die sich aus der Ver-

wendung des Rasch-Modells ergeben, sowie auch die Reliabilitäten der IRT im Rasch-

Modell. Auch werden die Fit-Werte der einzelnen Items berichtet.  

Sodann werden die Items im Hinblick auf die Kriterien Geschlecht und Sprachverständnis der 

Kinder einer «Differential Item Functioning»-Analyse unterzogen. Die Erkenntnisse dieser 

Analyse können von Interesse sein für eine weitere Verwendung und allfällige Verbesserung 

des Erhebungsinstruments. 

Für die Berechnung der einzelnen Parameter kamen unterschiedliche Software-Packages für 

die Software R zum Einsatz, insbesondere die beiden packages TAM (Robitzsch et al., 2020) 

und eRm (Koller et al., 2012; Mair et al., 2020). 

 

5.4.1 Parameter des Rasch-Modells 

Die Item-Schwierigkeiten β für die einzelnen Items sowie die Personenfähigkeiten p für jedes 

einzelne Kind wurden mit dem R-package eRm gerechnet.  

 

Item-Schwierigkeiten 

Die Item-Schwierigkeiten stehen natürlich in starkem Zusammenhang mit den Item-

Schwierigkeits-Werten aus der klassischen Testtheorie. Dies insbesondere darum, weil es sich 

bei den Item-Schwierigkeiten im Rasch-Modell um erschöpfende (suffiziente) Statistiken 

handelt (Moosbrugger & Kelava, 2012, S. 243) und es daher nur entscheidend ist, wie viele 

Kinder − und nicht etwa welche Kinder − das jeweilige Item korrekt beantwortet haben. Auch 

in der klassischen Testtheorie erfolgt die Berechnung der jeweiligen Item-Schwierigkeit mit-

tels Anteil korrekt bearbeiteter (mit 1 codierter) Bearbeitungen. Die Item-Schwierigkeiten für 

die einzelnen 26 Items finden sich in Tabelle 17. Das Vorzeichen der Item-Schwierigkeiten ist 

im Rasch-Modell (im Gegensatz zur klassischen Testtheorie) so, dass schwierige Items einen 

hohen Item-Schwierigkeitswert aufweisen. Das leichte Einstiegsitem 1 macht sich daher in 

Tabelle 17 mit einem tiefen (negativen) Wert bemerkbar. 
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Tabelle 17: Item-Schwierigkeiten β im Rasch-Modell (gerechnet mit eRm) 

Item 
Item-Schwierigkeit β 

im Rasch-Modell  
Item 

Item-Schwierigkeit β 

im Rasch-Modell 

1 -2.17 
 

9a -1.20 

2 -0.82 
 

9b -0.37 

3 -1.40 
 

10a 1.12 

4a -0.25 
 

10b 1.67 

4b -0.12 
 

11 -0.38 

5a -0.83 
 

12 0.49 

5b 0.07 
 

13 1.69 

6a 1.03 
 

14 -0.55 

6b 1.20 
 

15 1.51 

7a -0.44 
 

16 -0.35 

7b 0.46 
 

17 -0.57 

8a 0.66 
 

18 -1.13 

8b 1.44 
 

19 -0.74 

 

 

Personenfähigkeit 

Auch die Personenfähigkeit hängt lediglich davon ab, wie viele Items das jeweilige Kind kor-

rekt bearbeitet hat. Es ergeben sich daher bei einem Erhebungsinstrument mit 26 Items und 

bei einem möglichen Testscore von 0, 1, 2 usw. bis 26 genau 27 Werte für die Personenfähig-

keit. Bei Kindern, welche keine oder aber alle Items richtig bearbeitet haben, kann theoretisch 

keine Personenfähigkeit angegeben werden. Die untenstehenden Zahlen von -4.50 bzw. + 

4.52 für diese beiden Personengruppen sind daher als reine Modellwerte zu lesen. Für die 

übrigen Werte kann, wie in Kapitel 4.5.2 beschrieben, im Zusammenspiel mit der Item-

Schwierigkeit die Lösungswahrscheinlichkeit des jeweiligen Kindes für das jeweilige Item 

eruiert werden. Die Personenfähigkeiten sind in Tabelle 18 wiedergegeben. 
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Tabelle 18: Personenfähigkeits-Parameter im Rasch-Modell (gerechnet mit eRm) 

Anzahl 

richtig 

gelöster 

Items 

Personen- 

fähigkeits- 

Parameter im 

Rasch-Modell 

 

Anzahl 

richtig 

gelöster 

Items 

Personen- 

fähigkeits- 

Parameter im 

Rasch-Modell 

 

Anzahl 

richtig 

gelöster 

Items 

Personen- 

fähigkeits- 

Parameter im 

Rasch-Modell 

0 -4.50 
 

9 -0.79 
 

18 0.99 

1 -3.66 
 

10 -0.59 
 

19 1.22 

2 -2.89 
 

11 -0.39 
 

20 1.46 

3 -2.40 
 

12 -0.20 
 

21 1.74 

4 -2.03 
 

13 -0.01 
 

22 2.05 

5 -1.73 
 

14 0.18 
 

23 2.42 

6 -1.46 
 

15 0.37 
 

24 2.90 

7 -1.22 
 

16 0.57 
 

25 3.68 

8 -1.00 
 

17 0.78 
 

26 4.52 

 

 

Reliabilität im Rasch-Modell 

Im Rasch-Modell können verschiedene Reliabilitätsmasse verwendet werden. Diesen Massen 

liegen ähnliche Konzepte zugrunde wie Cronbachs α in der klassischen Testtheorie. Ziel ist 

es, die Varianz der Personenleistung zu beurteilen, welche nicht durch Zufall erklärt werden 

kann.  

Anhand der Bestandsdaten des Vortests wurden die Separation Reliabilität (mit dem package 

eRm) sowie die EAP-Reliabilität (Expected a Posteriori) und die WLE-Reliabilität (Warm’s 

Weighted Likelihood Estimator) berechnet. Es ergaben sich dabei die Werte, die in Tabelle 19 

dargestellt sind. 

 

Tabelle 19: Reliabilitätsmasse im Raschmodell und Werte für den Vortest Multiplikationsverständnis 

Reliabilitätsmass Wert R-Package R-Funktion 

Person Separation Reliability .88 eRm «SepRel()» 

EAP Reliability .88 TAM «tam.mml()» 

WLE Reliability .85 TAM «tam.wle()» 
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Fit-Werte für das Rasch-Modell 

Für eine ausreichende Passung ins Rasch-Modell wird wie in Kapitel 4.5.2 beschrieben ein 

MSW-Infit-Wert für das jeweilige Item in der Nähe von 1 erwartet. Eine Bandbreite zwischen 

0.7 und 1.3 ist dabei akzeptabel, eine solche von 0.8 bis 1.2 wünschenswert.  

Die Schätzung dieses Werts hängt ab vom jeweils eingesetzten Algorithmus, der sich zwi-

schen den verschiedenen R-Packages unterscheidet. An dieser Stelle werden deshalb die Er-

gebnisse beider R-Packages TAM und eRm widergegeben: 

Package eRm:  

Das einzige Item ausserhalb des Korridors von 0.8 bis 1.2 ist das Item 5a mit einem MSQ-

Infit-Wert von 1.204. Alle weiteren Items liegen innerhalb dieses Korridors. Insgesamt liegen 

20 der 26 Items sogar innerhalb des Korridors von 0.9 bis 1.1, womit der Item-Fit für das 

Rasch-Modell als sehr gut bezeichnet werden kann. 

Package TAM: 

Es ergibt sich ein ähnliches Bild. Das «kritische» Item 5a weist einen Wert von 1.191, zwei 

weitere Items zeigen eine Abweichung von etwas mehr als 0.1 vom gewünschten Wert 1 und 

23 Items liegen im (engen) Korridor zwischen 0.9 und 1.1. Die Abweichungen vom Wert 1 

für denselben Bestand fallen mit dem Package TAM etwas geringer aus als mit dem Package 

eRm. Insgesamt kann der ausgezeichnete Model-Fit für das Rasch-Modell hiermit bestätigt 

werden. 

 

5.4.2 DIF-Analysen für die einzelnen Items 

In diesem Kapitel werden DIF-Analysen, insbesondere für die beiden Merkmale «Ge-

schlecht» und «Sprachverständnis», anhand der Vortest-Ergebnisse vorgenommen. Es werden 

dafür verschiedene Methoden zur Ortung von DIF eingesetzt.  

 

Andersen Likelihood-Ratio-Test 

Geschlecht: 

Teilt man den Bestand der 1'084 Kinder in die beiden Geschlechter männlich/weiblich, so 

verwirft der Andersen Likelihood-Ratio-Test (LR-Wert = 64.95, df=25, p<.01). Das Antwort-

verhalten unterscheidet sich also nach Geschlecht. 

Sprachverständnis: 

Vom Bestand der 1'084 Kinder lag bei 1'073 Kindern eine Einschätzung der Lehrperson be-

treffend Sprachverständnis der Kinder vor. Die Lehrpersonen wurden aufgefordert, ihre Ein-

schätzung auf einer vierstufigen Skala von 0 bis 3 vorzunehmen. Insgesamt haben die Lehr-

personen 816 Kinder mit dem Maximalwert 3 eingeschätzt. Bei insgesamt 257 Kindern wurde 

eine 0 (6mal), eine 1 (64mal) oder eine 2 (187mal) als Einschätzung vorgenommen. Bei 11 
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Kindern fehlte die Einschätzung. Mehrheitlich handelte es sich dabei um Neuzuzüge, bei de-

nen auch auf Nachfrage hin die Einschätzung durch die Lehrperson nicht nachgeliefert wor-

den war. Bei den Analysen im Hinblick auf das Sprachverständnis wurde der Bestand der 

1'073 eingeschätzten Kinder verwendet. Das Split-Kriterium für den Bestand war die Ein-

schätzung mit dem Maximalwert (Ja/Nein). 

Auch im Hinblick auf das Sprachverständnis verwirft der Andersen Likelihood-Ratio-Test 

(LR-Wert 112.55, df=25, p<.01). Das Antwortverhalten unterscheidet sich folglich nach 

Sprachverständnis. 

 

Wald-Test 

Mit dem im Folgenden durchgeführten Wald-Test wird nun für beide Split-Kriterien das Ver-

halten der einzelnen Items genauer untersucht. 

Geschlecht: 

Der Wald-Test ortet DIF für das Split-Kriterium Geschlecht bei einzelnen Items. Auf dem 

5%-Niveau signifikant wird das DIF bei den Items 4b (p=.015), 6a (p<.001), 6b (p=.028), 7a 

(p=.002) und 13 (p=.002). 

Sprachverständnis: 

Der Wald-Test ortet DIF auch für das Split-Kriterium Sprachverständnis bei einzelnen Items. 

Auf dem 5%-Niveau signifikant wird das DIF bei den Items 1 (p=.016), 2 (p=.044), 5a 

(p=.020), 6a (p=.002), 6b (p=.001), 7a (p=.022), 9a (p<.001), 10a (p<.001) und 10b (p<.001) 

und 16 (p=.042). 

 

Graphische Überprüfung des Item-Fits 

Die graphische Illustration der Items mit DIF findet sich für beide Kriterien (Geschlecht und 

Sprachverständnis) im Anhang 8.4.4. 

 

Mantel-Haenszel Verfahren 

Geschlecht: 

Mit dem Mantel-Haenszel-Verfahren wird für 23 der 26 Items kein DIF oder ein solches im 

Ausmass A (Typ A, «Negligible») ausgewiesen. Die drei Items 6a (p=.001), 7a (p=.005) und 

13 (p=.006) zeigen DIF im Ausmass B. Kein Item weist DIF im Ausmass C auf. 

Sprachverständnis: 

Mit dem Mantel-Haenszel-Verfahren wird für 20 der 26 Items kein DIF oder ein solches im 

Ausmass A (Typ A, «Negligible») ausgewiesen. Die drei Items 3 (p=.068), 6a (p=.016) und 

6b (p=.006) zeigen DIF im Ausmass B. Die drei Items 9a (p<.001), 10a (p<.001) und 10b 
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(p=.007) zeigen DIF im Ausmass C. Für die Berechnungen wurde die Funktion «difMH» aus 

dem R-Package difR verwendet (Magis et al., 2018). 

 

Weitere Verfahren 

Eine Klassierung nach Ausmass des DIF könnte auch vorgenommen werden, indem ausge-

zählt wird, bei wie vielen Methoden zur Ortung von DIF die einzelnen Items DIF zeigen. Die 

Funktion dichoDif aus dem R-Package difR erlaubt eine solche Analyse. Sie wurde mit den 

vier Verfahren «T.I.D», «MH», «Std.» und «SIBTEST»  (Magis et al., 2018, S. 9 ff.) auf die 

beiden Split-Kriterien Geschlecht und Sprachverständnis angewendet. 

Geschlecht: 

Bei dieser Analyse werden die Items 6a und 13 auffällig, da bei diesen bei jeweils zwei der 

vier angewandten Methoden DIF geortet wird. 

Sprachverständnis: 

Bei dieser Analyse werden die Items 6a, 6b, 8b, 9a und 10a auffällig. Item 9a weist bei drei 

der vier Methoden DIF auf. Die anderen vier der genannten Items liefern DIF bei zwei der 

vier Methoden. 

 

Martin Loef-Test 

Für den Martin Loef-Test werden die Items anstelle der Personen geteilt. Es wird mit den fol-

genden beiden Split-Kriterien für die Items gearbeitet: 

Präsentationsform: 

Die ersten 17 Items wurden den Kindern vorgelesen, die letzten 9 mussten sie selbständig 

bearbeiten. Während es bei den vorgelesenen Items denkbar wäre, dass die Bearbeitung am 

Sprachverständnis oder an den auditiven Speicherfähigkeiten der Kinder scheitert, sind für die 

späteren Items die Lesefähigkeit und die frühe präzise Aufnahme der Instruktionen für die 

Bearbeitung wesentlich. Der Bestand wird darum für diese Analyse geteilt in die ersten 17 

Items und die späteren 9 Items.  

Frageform: 

Bei einigen Items wird nach einem Ergebnis (einer Zahl), bei anderen nach einem Term ge-

fragt. Verschiedene Ausgangssituationen umfassen beides, nämlich je ein Item mit einer Fra-

ge nach einem Ergebnis und ein Item mit einer Frage nach einer Zahl. Denkbar wäre es, dass 

die jeweiligen Fragen unterschiedlich bearbeitet werden. Dies insbesondere auch darum, weil 

bei der theoretischen Beschreibung des Konstrukts die Frage nach dem Term zentral ist, das 

Lösen von Multiplikationsaufgaben und somit also die Frage nach dem Ergebnis der jeweili-

gen Rechnung aber weitaus geringere Bedeutung hat. Der Bestand wird darum geteilt in die 

Items mit einer Frage nach einer Zahl (4a, 5a, 6a, 7a, 8a, 9a, 10a, 11, 12, 13, 14, 15) und die 

anderen Items, bei denen nach einem passenden Term (bzw. in der Sprache der Kinder «nach 
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einer passenden Rechnung») gefragt wurde. Die Analyse erfolgt mit der Funktion «MLoef» 

des R-packages eRm. Beide Analysen erfolgten mit dem vollen Bestand der 1'084 Kinder. 

 

Präsentationsform: 

Der Martin Loef-Test verwirft die Nullhypothese, dass die beiden Testteile gleich beantwortet 

werden (LR-Wert 352.2, df=152, p<.001). 

Frageform: 

Der Martin Loef-Test verwirft die Nullhypothese, dass die beiden Testteile gleich beantwortet 

werden (LR-Wert 259.8, df=167, p<.001). 
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5.5 Analyse mittels IRT (Nachtest) 

Der Übersichtlichkeit halber werden die Analysen mittels Item Response Theorie für den 

Nachtest in diesem separaten Kapitel dargestellt. Die Analysemethoden und das Vorgehen 

sind dabei diejenigen, welche auch im vorangehenden Kapitel für den Vortest gewählt wur-

den. 

 

5.5.1 Parameter des Rasch-Modells 

Wie auch beim Vortest wurde die Item-Schwierigkeiten β für die einzelnen Items sowie die 

Personenfähigkeiten p für jedes einzelne Kind mit dem R-package eRm gerechnet.  

 

Item-Schwierigkeiten 

Die Item-Schwierigkeiten für die insgesamt 26 Items des Nachtests sind Tabelle 20 zu ent-

nehmen. 

Tabelle 20: Item-Schwierigkeiten β im Rasch-Modell (gerechnet mit TAM) 

Item 
Item-Schwierigkeit β 

im Rasch-Modell  
Item 

Item-Schwierigkeit β 

im Rasch-Modell 

1a -2.96 
 

9b -0.97 

1b -2.18 
 

10a -0.30 

2 1.24 
 

10b -0.49 

3a -1.12 
 

11 -3.15 

3b -1.12 
 

12 -1.03 

4 0.38 
 

13 -1.02 

5a -1.14 
 

14 -1.31 

5b -1.08 
 

15 -1.67 

6 -1.36 
 

16 -2.37 

7 -2.61 
 

17 -1.21 

8a -1.55 
 

18 -1.86 

8b -1.22 
 

19 -0.29 

9a -0.64 
 

20 -0.13 

 

 

Personenfähigkeit 

Die Personenfähigkeitsparameter können der Tabelle 21 entnommen werden. 
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Tabelle 21: Personenfähigkeits-Parameter im Rasch-Modell (gerechnet mit eRm) 

Anzahl 

richtig 

gelöster 

Items 

Personen- 

fähigkeits- 

Parameter im 

Rasch-Modell 

 

Anzahl 

richtig 

gelöster 

Items 

Personen- 

fähigkeits- 

Parameter im 

Rasch-Modell 

 

Anzahl 

richtig 

gelöster 

Items 

Personen- 

fähigkeits- 

Parameter im 

Rasch-Modell 

0 -4.48 
 

9 -0.75 
 

18 0.96 

1 -3.63 
 

10 -0.56 
 

19 1.18 

2 -2.85 
 

11 -0.37 
 

20 1.41 

3 -2.37 
 

12 -0.18 
 

21 1.68 

4 -1.99 
 

13 -0.00 
 

22 1.99 

5 -1.69 
 

14 0.18 
 

23 2.36 

6 -1.42 
 

15 0.37 
 

24 2.86 

7 -1.18 
 

16 0.56 
 

25 3.65 

8 -0.96 
 

17 0.75 
 

26 4.51 

 

 

Reliabilität im Rasch-Modell 

Für den Nachtest können die Reliabilitäten im Rasch-Modell der Tabelle 22 entnommen wer-

den. 

Tabelle 22: Reliabilitätsmasse im Raschmodell und Werte für den Nachtest Multiplikationsverständnis 

Reliabilitätsmass Wert R-Package R-Funktion 

Person Separation Reliability .85 eRm «SepRel()» 

EAP Reliability .86 TAM «tam.mml()» 

WLE Reliability .82 TAM «tam.wle()» 

 

 

Fit-Werte für das Rasch-Modell 

Package eRm:  

Alle Items liegen innerhalb dieses Korridors von 0.8 bis 1.2. Insgesamt liegen 19 der 26 Items 

sogar innerhalb des Korridors von 0.9 bis 1.1. Für vier Items berechnet der Algorithmus Wer-

te zwischen 0.8 und 0.9. Für drei Items liefert er Werte zwischen 1.1 und 1.2.  

Package TAM: 

Alle Items liegen innerhalb dieses Korridors von 0.8 bis 1.2. Insgesamt liegen 22 der 26 Items 

sogar innerhalb des Korridors von 0.9 bis 1.1. Die Item-Fit-Werte für das Rasch-Modell kön-

nen als sehr gut bezeichnet werden. 
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5.5.2 DIF-Analysen für die einzelnen Items 

Das Geschlecht war für alle 738 Kinder vorhanden. Die Strukturvariable des Sprachverständ-

nisses war bei 11 der 738 Kinder fehlend, so dass diese Analyse lediglich mit den 727 Kin-

dern durchgeführt werden konnte, für welche die Variable vorlag. Alle Rechnungen unten 

wurden mit 738 Kindern (für das Geschlecht) bzw. 727 Kindern (für das Sprachverständnis) 

durchgeführt. Die Verwendung der Strukturvariable Sprachverständnis erfolgte wie beim 

Vortest (siehe Kapitel 5.4.2). 

 

Andersen Likelihood-Ratio-Test 

Geschlecht: 

Der Andersen Likelihood-Ratio-Test verwirft die Nullhypothese, dass die Bearbeitung durch 

die Kinder nicht vom Geschlecht abhängt (LR-Wert = 82.65, df=25, p<.001). 

Sprachverständnis: 

Der Andersen Likelihood-Ratio-Test verwirft die Nullhypothese, dass die Bearbeitung durch 

die Kinder nicht vom Sprachverständnis abhängt (LR-Wert = 6.11, df=25, p<.001). 

 

Wald-Test 

Geschlecht: 

Der Wald-Test ortet DIF für das Split-Kriterium Geschlecht bei verschiedenen Items. Auf 

dem 5%-Niveau signifikant wird das DIF bei den Items 3a (p=.043), 3b (p=.043), 6 (p=.021), 

9a (p=.047), 10a (p=.043), 13 (p=.033) sowie 15 (p=.028), 16 (p<.001), 17 (p=.016) und 18 

(p=.001). 

Sprachverständnis: 

Der Wald-Test ortet auch DIF für das Split-Kriterium Sprachverständnis bei verschiedenen 

Items. Auf dem 5%-Niveau signifikant wird das DIF bei den Items 5a (p=.012), 5b (p=.002), 

6 (p=.014), 10a (p=.002), 15 (p=.042) und 20 (p=.035). 

 

Graphische Überprüfung des Item-Fits 

Die graphische Illustration der Items mit DIF findet sich für beide Kriterien (Geschlecht und 

Sprachverständnis) im Anhang 8.4.4. 

In den Graphen im Anhang sind für den Nachtest die Items mit markantem DIF (gerechnet 

mit dem LR-Test) dargestellt. Für das Geschlecht weisen die Items 16, 17 und 18 (Punktefel-

der) deutlich sichtbares DIF auf, beim Sprachverständnis sticht insbesondere Item 10a (Frage 

nach der Anzahl Scheiben beim Item «Ananas auf den Pizzas») heraus. 
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Mantel-Haenszel Verfahren 

Geschlecht: 

Mit dem Mantel-Haenszel-Verfahren wird für 21 der 26 Items kein DIF oder ein solches im 

Ausmass A (Typ A, «Negligible») ausgewiesen. Die drei Items 6 (p=.038), 13 (p=.012) und 

17 (p=.021) zeigen DIF im Ausmass B. Die zwei Items 16 (p<.001) und 18 (p=.003) weisen 

DIF im Ausmass C auf. 

Sprachverständnis: 

Mit dem Mantel-Haenszel-Verfahren wird für 20 der 26 Items kein DIF oder ein solches im 

Ausmass A (Typ A, «Negligible») ausgewiesen. Sechs Items zeigen DIF im Ausmass B, bei 

den folgenden vier dieser sechs Items sind die Werte signifikant: Item 5a (p=.041), 5b 

(p=.009), 9a (p=.018) und 10a (p=.009). 

Für die Berechnungen verwendet wurde wie schon beim Vortest die Funktion «difMH» aus 

dem R-Package difR. 

 

Weitere Verfahren 

Wie bereits beim Vortest wird die Funktion dichoDif aus dem R-Package difR verwendet, um 

verschiedene Methoden zur Ortung von DIF für die beiden Split-Kriterien Geschlecht und 

Sprachverständnis einzusetzen. Die Analyse geschieht wiederum mit den vier Verfahren «T. 

I. D», «MH», «Std.» und «SIBTEST». 

Geschlecht: 

Alle vier Verfahren orten DIF für Item 16, drei der vier Verfahren orten DIF für Item 18 und 

zwei der vier Verfahren orten DIF für die Item 10a, 13 und 17. Bei den weiteren Items wird 

nur mit einem oder häufig auch mit keinem Verfahren DIF nachgewiesen. 

Sprachverständnis: 

Bei dieser Analyse werden die Items 5b, 9a und 10a auffällig. Für Item 5b und 10a weisen 

drei der vier Verfahren DIF nach. Für Item 9a tun dies zwei der vier Verfahren. Bei allen an-

deren Items sind es entweder ein oder kein Verfahren.  

 

Martin Loef-Test 

Die mit dem Martin Loef-Test durchgeführten Analysen betreffend Präsentation- und Frage-

form wurden mit dem Nachtest nicht wiederholt. Grund dafür ist die Erkenntnis, dass auch ein 

Verwerfen des Tests für die Weiterentwicklung des Erhebungsinstruments nicht verwertbar 

ist, da die Gründe für das Verwerfen unklar bleiben. 
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5.6 Zusammenhänge mit anderen an der Stichprobe erfassten Grössen (Vortest) 

Anhand des Vortests wurden zusätzliche Zusammenhangsmasse mit anderen Grössen gerech-

net, die im Rahmen des Projekts MALKA erhoben wurden. In diesem Kapitel erfolgt eine 

Übersicht über die Ergebnisse dieser Rechnungen. Die Rechnungen wurden lediglich für den 

Vortest vorgenommen, weil im Vortest die grössere Stichprobe zur Verfügung stand und die-

ser Bestand zum Testzeitpunkt T3 noch nicht durch die Covid-19-Situation im Frühjahr 2020 

beeinflusst war. Bei diesem Testzeitpunkt ist es also wahrscheinlicher, dass die Ergebnisse 

unter regulären Umständen repliziert werden können. Der Testzeitpunkt T4, bei welchem der 

Nachtest durchgeführt wurde, lag so kurz nach Wiedereröffnung der Schulen, dass die Erhe-

bungen (möglicherweise) auch andere Effekte widerspiegeln. Die Erfassung solcher «Covid-

19-Effekte» war aber nicht das Ziel dieser Arbeit. 

 

5.6.1 Korrelationen 

Für viele der 1'084 Kinder, welche zu Beginn ihres zweiten Schuljahrs den Test für das Mul-

tiplikationsverständnis abgelegt haben, liegen aus dem ersten Schuljahr weitere Testergebnis-

se vor. In diesem Kapitel werden die Ergebnisse dieser vorgängigen Tests mit den Ergebnis-

sen des Vortests für das Operationsverständnis in Zusammenhang gebracht. Mit solchen Zu-

sammenhangsanalysen kann gleichzeitig der Test für das Operationsverständnis validiert wer-

den, indem geprüft wird, ob die Ergebnisse mit anderen Ergebnissen korrelieren (wenn dies 

zu erwarten wäre, Stichwort: konvergente Validität) oder nicht bzw. nur schwach korrelieren 

(wenn dies zu erwarten wäre, Stichwort: diskriminante Validität). Verwendet werden dafür 

die Tests, die in Kapitel 4.1.3 beschrieben wurden. Als Mass für den Zusammenhang werden 

hauptsächlich Korrelationen eingesetzt. Für diesen Zweck werden die Kinder mit ihren jewei-

ligen Ergebnissen aus den einzelnen Erhebungsinstrumenten ohne Rücksicht auf ihre Klas-

senzugehörigkeit untersucht. Die Berücksichtigung der Klassenzugehörigkeit erfolgt dann mit 

Hilfe von Mehrebenenanalysen. Angesichts der eher tiefen Intraklassen-Korrelation (ICC), 

die dort berechnet und angegeben wird, erscheint dieses Vorgehen an dieser Stelle berechtigt. 

 

Tabelle 23: Korrelationen des Vortests (OVpre) mit anderen Erhebungsinstrumenten 

 
Alter 

OVpre 

BM 

0+ 

BM 

1+ 
CFT AG 

AE 

T1 

KR 

T1 

AE 

T2 

KR 

T2 

KR 

nicht-

zählend 

KR 

zählend 
SFON 

OVpre -.02 .63
**

 .70
**

 .52
**

 .48
**

 .36
**

 .57
**

 .35
**

 .58
**

 .53
**

 -.09
**

 .18
**

 

N 1'042 1'009 1'026 1'011 1'008 1'007 1'007 1'003 1'003 1'003 1'003 1'007 

Anmerkungen. OV = Operationsverständnis. BM = BASIS-MATH CFT = Culture Fair Intelligence Test. AG = 

Arbeitsgedächtnis. AE = Anzahlerfassung. KR = Kopfrechnen. SFON = Spontaneous Focusing on Numerosity. 
*
p < .05. 

**
p < .01. 
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Im Folgenden werden verschiedene Werte aus Tabelle 23 noch einzeln kommentiert und in 

Zusammenhang mit anderen Erkenntnissen aus dieser Arbeit gestellt. 

 

Alter zum Zeitpunkt des Vortests (Testzeitpunkt T3) 

Von den 1'084 Kindern lagen bei 1'042 das genaue Geburtsdatum und damit das genaue Alter 

zum Testzeitpunkt T3 vor. Bei den anderen Kindern handelte es sich um Neuzugänge, bei 

denen die entsprechenden Daten nicht erfasst worden waren. Alter und Testergebnis im Test 

für das Operationsverständnis wiesen für die 1'042 Kinder eine äusserst geringe Korrelation 

von -.023 (p=.467) auf. Dieses Ergebnis ist insofern interessant, als dass der Lernstand der 

Kinder im Vortest nicht mit dem Alter in Zusammenhang stand, das Alter der Kinder sich 

dann aber für den Lernzuwachs im zweiten Jahr als ein hilfreicher Prädiktor entpuppte (siehe 

Kapitel 6.1.3). 

 

Gesamtwert BASIS-MATH 0+ sowie BASIS-MATH 1+ (Testzeitpunkte T1, T2) 

Von den 1'084 Kindern lag bei 1'009 der Gesamtwert des Erhebungsinstruments BASIS-

MATH 0+ zum Testzeitpunkt T1 (rund ein Jahr vor T3) vor. Die beiden Instrumente weisen 

eine signifikante (p<.001) Korrelation von .627 auf. Bei 1'026 Kindern lag der Gesamtwert 

des Erhebungsinstruments BASIS-MATH 1+ zum Testzeitpunkt T2 (rund vier Monate vor 

T3) vor. Die beiden Instrumente weisen eine signifikante (p<.001) Korrelation von .698 auf. 

Bemerkenswert ist die Beobachtung, dass der unterschiedliche Testzeitpunkt und die unter-

schiedliche zeitliche Nähe zum Testzeitpunkt T3 sich nicht stärker bemerkbar machten. 

Die weiteren Werte aus Tabelle 23 erscheinen plausibel und stützen die Überlegungen zur 

Validität des Erhebungsinstruments. Insbesondere kann es als Aspekt der divergenten Validi-

tät betrachtet werden, dass die zählend erbrachten Leistungen («KR zählend») der Kinder im 

MALKA-Test nur in geringem Masse (und mit negativem Vorzeichen) mit deren Leistung im 

Erhebungsinstrument für das Operationsverständnis korrelieren. Alle anderen Korrelationen 

können im Lichte der konvergenten Validität betrachtet werden und entsprechen sowohl hin-

sichtlich Vorzeichen als auch hinsichtlich Grössenordnung den Erwartungen für ein solches 

Erhebungsinstrument. 

 

5.6.2 Einfluss der Einteilung in die Schulklassen 

Anhand des vorliegenden Datensatzes kann untersucht werden, welcher Anteil der Gesamtva-

rianz einer abhängigen Variable durch die Zugehörigkeit zu einer Schulklasse bzw. im Ge-

gensatz dazu durch die individuellen Unterschiedlichkeiten («Schwankungen») zwischen ein-

zelnen Kindern erklärt werden kann.  

Für diese Betrachtung eignet sich die Kennzahl der Intraklassen-Korrelation (ICC: «intra-

class-correlation») wie sie in der Mehrebenenanalyse (siehe Kapitel 4.5.5 und Kapitel 6) ver-

wendet wird (Eid et al., 2017, S. 730 ff.). Diese Kennzahl wird in einem Mehrebenen-
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Nullmodell für unterschiedliche abhängigen Variablen bestimmt. Die Werte dieser Berech-

nung erfolgen an dieser Stelle – der Vergleichbarkeit halber − für den Bestand der Kinder, die 

alle fünf unten aufgeführten Erhebungen abgelegt haben. Der Kinderbestand umfasst 1'003 

Kinder aus 68 Klassen. Die Werte sind von der Covid-19-Situation im Frühjahr 2020 nicht 

tangiert, da die drei Erhebungen T1, T2 und T3 alle früher stattgefunden haben. 

Die ICC-Werte in diesem Kapitel brauchen nicht notwendigerweise übereinzustimmen mit 

den Werten, die für diese Kennzahl an anderer Stelle (insbesondere bei den Längsschnittana-

lysen) berechnet wurden. Grund dafür sind die unterschiedlichen Kinderbestände, die für die 

verschiedenen Betrachtungen herangezogen werden. 

 

Tabelle 24: ICC-Werte für verschiedene Erhebungen 

Erhebung Testzeitpunkt Intraklassen-Korrelation (ICC) 

Arbeitsgedächtnis T1 10.3% 

Kognitive Fähigkeiten (CFT) T1 7.5% 

BASIS-MATH 0+ T1 20.9% 

BASIS-MATH 1+ T2 12.5% 

Vortest Multiplikationsverständnis T3 11.1% 

 

5.6.3 Einfluss des Lehrmittels 

Die Schulklassen im Projekt haben im ersten Schuljahr alle entweder mit dem Schulbuch 

«Primarstufe Mathematik 1» oder mit dem «Schweizer Zahlenbuch 1» gearbeitet. Die Auftei-

lung der Klassen und Kinder auf die beiden Lehrmittel ist in Kapitel 4.1.2 beschrieben. 

Anhand der Stichprobe wurde untersucht, ob sich die Klassen bei den Ergebnissen für den 

Test für das Multiplikationsverständnis im Hinblick auf das verwendete Schulbuch unter-

scheiden. Die entsprechende Hypothese kann verneint werden. Die Mittelwerte bei den Test-

scores (Punktezahlen) liegen bei 16.74 bei den Kindern, die mit dem Lehrmittel «Primarstufe 

Mathematik 1» unterrichtet wurden sowie bei 16.77 bei den Kindern, die mit dem «Schweizer 

Zahlenbuch 1» unterrichtet wurden. Von Varianzhomogenität kann nach Durchführung eines 

Levene-Tests ausgegangen werden (F(1,1022)=0.23, p=.64), der folgende t-Test ist nicht sig-

nifikant (t(1022)=-0.065, p=.95). 
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5.7 Itemauswahl, Konstruktion einer Testskala 

In diesem Kapitel werden die gesammelten Beobachtungen aus den vorgängigen Kapiteln 

verwendet, um basierend auf den 26 Items der beiden Erhebungsinstrumente eine Item-

Auswahl zu treffen. Verwendet werden dabei die Ergebnisse aus den Betrachtungen mit Hilfe 

der klassischen Testtheorie als auch die Ergebnisse, die mit Hilfe der Item Response Theorie 

erreicht wurden. Wie in den vorangehenden Kapiteln dargelegt wurde, greifen die Ergebnisse 

aus der KTT und aus der IRT natürlicherweise ineinander und ergänzen sich. Als Beispiel 

hierfür können Items betrachtet werden, die aufgrund von besonderen Herausforderungen bei 

der Aufmerksamkeit oder bei der Aufnahmefähigkeit von sprachlichen Informationen in einer 

Faktoranalyse auf einen separaten Faktor laden. Bei solchen Items überrascht es nicht, wenn 

sie innerhalb der IRT bei der Analyse von DIF mit Split-Kriterium «Sprachverständnis» eben-

falls auffällig werden. In diesem Kapitel werden nun sämtliche Ergebnisse aus den Kapiteln 

5.1 bis 5.6 verwendet, um über die Konstruktion der Testskala zu entscheiden. Es geht dabei 

insbesondere darum, zu entscheiden, ob und wenn ja welche Items für die weiteren Auswer-

tungen aus dem Erhebungsinstrument ausgeschlossen werden sollen. 

 

5.7.1 Konstruktion einer Testskala (Vortest) 

Aus theoretischen Überlegungen (Lösen der Items durch sichtbares «Abzählen») sowie auch 

als Folge der Faktoranalyse empfiehlt es sich, auf die beiden Items 5a und 5b («Schokolade») 

zu verzichten. Für die weiteren Analysen werden diese beiden Items aus dem Erhebungs-

instrument entfernt. 

Die Items 16 bis 19 des Vortests wurden anders bearbeitet als die Items vorher. Unklar bleibt, 

ob es sich dabei um einen Ermüdungseffekt der Kinder (gegen Ende der Erhebung hin), um 

eine Unklarheit bei der Anweisung oder allenfalls um ein andersartiges Lösungsverhalten 

aufgrund anderer Fähigkeiten (die vier Items bedienen stärker als die anderen die «Strukturie-

rungsfähigkeiten» der Kinder) handelt. Auch die Tatsache, dass ähnliche Effekte im Nachtest 

bei den vier Items mit den Punktefeldern wieder auftreten, trägt nicht dazu bei, diese Frage zu 

beantworten. Für die weiteren Analysen werden diese vier Items beibehalten. 

Ebenfalls beibehalten werden die Items 4, 6 und 10, auch wenn möglicherweise Sprachver-

ständnis bzw. Aspekte der Aufmerksamkeit bei der Bearbeitung dieser Items eine Rolle spie-

len. Die DIF-Analysen weisen vor allem bei Item 10 darauf hin, dass dies der Fall war. Bei-

behalten wird Item 10 vor allem auch deshalb, weil es aus theoretischen Gründen bedeutsam 

erscheint, zumindest ein Item beizubehalten, welches die zeitlich-sukzessive Grundvorstel-

lung der Multiplikation bedient. 

Letztlich werden also mit Ausnahme des Items 5 sämtliche Items beibehalten. Item 5 wird 

gänzlich (sowohl 5a als auch 5b) entfernt. Die Entscheidung, die Mehrheit der Items beizube-

halten, geschieht im Bewusstsein, dass Operationsverständnis ein vielschichtiges Konstrukt 

mit mehreren Facetten darstellt. Die Items können verschiedene Distraktoren enthalten, wel-

che kaum gänzlich aus einem solchen Erhebungsinstrument entfernt werden können. Bei den 

Erhebungen wurde soweit wie möglich versucht, Distraktoren auszuschalten. Es wurde auf 
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starke optische Unterstützung, keine zu häufigen Wechsel des Frageformates und auf mehr-

maliges langsames Vorlesen der Items geachtet. Optimierungspotential besteht möglicher-

weise noch bei der Testdurchführung. Man könnte den Test kürzen und/oder die Kinder bis 

am Ende durch den Test durchführen. Allerdings erscheint es wahrscheinlich, dass auch dann 

einzelne Items DIF aufweisen und das Konstrukt bei der Faktoranalyse zerfällt, weil das Kon-

strukt Operationsverständnis unterschiedliche Facetten umfasst. Aus diesem Grunde wird für 

diese Arbeit ein «grosszügiger» Umgang mit verschiedenen kritischen Items gewählt. 

 

5.7.2 Konstruktion einer Testskala (Nachtest) 

Beim Nachtest fiel keines der Items bei der Testdurchführung derart negativ auf wie das 

«Schokoladen»-Item 5 im Vortest. Auch die Faktoranalyse und auch DIF-Analysen zeigen 

keine Items auf, welche aus dem Test entfernt werden müssten.     

Diskutiert werden könnten am ehesten die Items 15 bis 18 («Punktefelder») bei denen DIF 

nach Geschlecht auftritt, was schwierig zu erklären ist. Aus theoretischen Gründen wurde 

entschieden, diese Items, die mit den Strukturierungsfähigkeiten einen wesentlichen Teil des 

Konstrukts Operationsverständnis bedienen, beizubehalten.  

Der Nachtest wird somit mit allen 26 Items für die weiteren Analysen, insbesondere die Ana-

lysen des Längsschnitts in Kapitel 6, beibehalten. 

Erwähnenswert ist, dass bei der Korrektur des Items 4 einige unerwartete Bearbeitungen 

durch die Kinder beobachtet worden sind. Die Codieranleitung wurde deshalb aber nicht an-

gepasst und die Korrektur wurde gemäss der ursprünglichen Codieranleitung durchgeführt. 

Trotzdem ist das Item bei der quantitativen Analyse in keiner Art auffällig geworden und wird 

für die Auswertungen in dieser Arbeit beibehalten. Für etwaige zukünftige Erhebungen mit 

diesem Instrument empfiehlt es sich aber, auch dieses Item mit einer Frage nach der Gesamt-

anzahl Flaschen zu versehen. Bearbeitungen wie « 2 · 6     2 · 7 » deuten darauf hin, dass es 

für die Kinder nicht selbstverständlich war, dass dies der Fall war. Ebenfalls unerwartet und 

in der Codieranleitung nicht abgebildet (wenn auch selten) waren bei diesem Item Bearbei-

tungen der Art «7+7+6+6». Auch die Bearbeitung mit «13+13» sollte in einer Neuauflage der 

Codieranleitung erwähnt werden. 

Einige Kinder haben die Items unerwarteterweise auch mit Hilfe von Divisionen bearbeitet. 

Dies kam selten und nur in einzelnen Klassen vor, die mit dem Stoff bereits so weit fortge-

schritten waren, dass diese Operation im Unterricht bereits eingeführt worden ist. Entspre-

chende Bearbeitungen wurden (obwohl in der Codieranleitung nicht erwähnt) mit 1 codiert, 

wenn sie die Umkehrung einer Multiplikation beschrieben, die mit 1 codiert worden wäre 

(z.B. bei «28:7» anstelle von «4·7»). 
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6 Empirischer Teil 3: Ergebnisse der Längsschnittanalysen 

In dieser Arbeit wurde der Frage nachgegangen, ob die Interventionen in den Unterricht in 

Form von Fördereinheiten eine Veränderung des Lernzuwachses bei den Kindern bewirken. 

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der diesbezüglichen Analyse wiedergegeben und 

damit die Forschungsfragen dieser Arbeit beantwortet. 

Die Forschungsfragen zielen einerseits auf den Zuwachs der Rechenleistungen, welche mit 

dem Instrument BASIS-MATH zu den Testzeitpunkten T2 und T4 erfasst wurden. Die Er-

gebnisse dieser Untersuchung werden in Kapitel 6.1 berichtet. 

Zudem zielen die Forschungsfragen auf den Lernzuwachs der Kinder, der mit dem Erhe-

bungsinstrument für das Operationsverständnis zu den Testzeitpunkten T3 und T4 gemessen 

werden konnte. Von den Ergebnissen dieser Betrachtung wird in den Kapiteln 6.2 und 6.3 

berichtet. 

Die Analyse erfolgte mit den Auswertungsmethoden, die in Kapitel 4.5 dargelegt wurden. 

 

6.1 Längsschnittanalyse mit dem Instrument BASIS-MATH (BM) 

In diesem Kapitel wird der Lernfortschritt bei den Rechenleistungen untersucht. Die entspre-

chenden Fähigkeiten der Kinder wurden mit dem Instrument BASIS-MATH erfasst. In Kapi-

tel 6.1.1 erfolgt zuerst eine Untersuchung mit der gesamten Stichprobe (zur Forschungsfrage 

FF1), während in Kapitel 6.1.2 dann Teilbestände von Kindern mit schwacher bzw. starker 

Rechenleistung (zur Forschungsfrage FF2) einzeln untersucht werden. In Kapitel 6.1.3 wer-

den ergänzend hierzu die Ergebnisse von verschiedenen Modell-Variationen berichtet. 

 

6.1.1 Lernfortschritt aller Kinder (BM) 

Der Lernfortschritt der Kinder wird im Folgenden einzeln für die vier Interventionsgruppen I, 

II, III und IV des ersten Schuljahrs tabellarisch dargestellt. Von Interesse ist hauptsächlich die 

Frage, ob die Kinder der Interventionsklassen des zweiten Schuljahrs (I, II und IV) einen an-

deren Lernfortschritt zeigen als diejenigen der Kontrollgruppe (III). Tabellarisch dargestellt 

wird neben der Anzahl Kinder in den einzelnen Gruppen jeweils auch das Vorwissen in Form 

des mittleren Testscores im BASIS-MATH zum Testzeitpunkt T2. Der Lernfortschritt wird 

dargestellt als Zuwachs des Testscores (d.h. als Testscore BASIS-MATH 2+ abzüglich des 

Vorwissens). Diese Differenz ist leicht zu interpretieren, wurde aber für die Berechnung des 

Fortschritts ersetzt durch die Veränderung der Personenfähigkeit (mit der WLE-Schätzung) 

für die einzelnen Kinder. Der Durchschnitt dieses Werts für die jeweiligen Gruppen ist den 

Tabellen ebenfalls zu entnehmen. 

In Tabelle 25 sind diese Werte nun für den Gesamtbestand der 669 Kinder dargestellt. Zu 

beachten ist, dass die Werte für den «Zuwachs» auch negativ werden können und dies keinen 

«Rückschritt» der Kinder darstellt. Bei der Differenz der Testscores werden die Testscores 

aus zwei unterschiedlichen Instrumenten (BASIS-MATH 2+ und BASIS-MATH 1+) gebildet. 
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Die Personenfähigkeit wiederum ist ein Parameter, der im Mittel über die Gesamtheit aller 

Kinder bei beiden Testzeitpunkten 0 beträgt. Negative Werte beim Zuwachs zwischen T2 und 

T4 bedeuten hier lediglich eine unterdurchschnittliche Zunahme der Fähigkeiten (gemessen 

am Gesamtbestand).  

Tabelle 25: Übersicht Lern-Fortschritt im BASIS-MATH (alle 669 Kinder) 

Gruppe 
Einsatz 

FE 2. SJ 

Anzahl 

Kinder 

Mittlerer Testscore 

BM T2 

Mittlerer  

Zuwachs BM 

Mittlerer  

Zuwachs PF 

I Ja 165 19.9 1.0 -0.02 

II Ja 173 20.8 1.2 -0.01 

III Nein 167 22.2 1.1 -0.01 

IV Ja 164 20.4 1.2 0.03 

alle 
 

669 20.8 1.1 0.00 

Anmerkungen. FE = Fördereinheiten, BM = BASIS-MATH, PF = Personenfähigkeit im Rasch-Modell («WLE»-

Wert) 

Für die Signifikanzmessung wird der in Kapitel 4.5 erläuterte Mehrebenen-Modellansatz mit 

dem Vorwissen und der Anwendung der Interventionen als Prädiktoren gewählt.  

Das Vorwissen in Form der Personenfähigkeit zum Testzeitpunkt T2 stellt sich als höchst 

signifikanter Prädiktor heraus (β1=0.588, p<.001). Die Anwendung der Interventionen weist 

eher auf einen geringeren Lernzuwachs bei Einsatz der Interventionen hin (negativer Wert 

von β2), der Effekt ist aber nicht signifikant (β2=-0.151, p=.289). 

Tabelle 26: Ergebnisse der Mehrebenenanalyse (BASIS-MATH, Gesamtbestand) 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.588 0.028 665.7 21.278 <.001 .635 

Intervention -0.151 0.141 44.5 -1.072 .289 -.112 

Anmerkungen. Anzahl Kinder: 669. Anzahl Klassen: 46. 

 

Die fixen Effekte (Vorwissen und Intervention) korrelieren mit einem Wert von .069. 

Die Ergebnisse zeigen, dass für den Gesamtbestand kaum Unterschiede zwischen IG und KG 

bestehen beim Lernfortschritt der Kinder. Das Vorzeichen des (nicht signifikanten und gerin-

gen) Effekts ist so, dass die Kinder in den Interventionsklassen geringeren Fortschritt gemacht 

haben als jene der Kontrollgruppe.  

Der ICC-Wert im Nullmodell für diese Auswertung beträgt 9.6%. Es werden also 90.4% der 

Varianz in den Kinderleistungen durch individuelle Effekte und lediglich 9.6% der Varianz 

durch die Zugehörigkeit zur jeweiligen Klasse erklärt. 

Durch die Modellausgestaltung inklusive Wahl der beiden Prädiktoren Vorwissen und Inter-

vention werden R
2

m=41.1% bzw. R
2

c=46.5% der Gesamtvarianz erklärt. 
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Ohne diese beiden Prädiktoren (im Nullmodell) wird durch das Modell mit R
2

m= 0% kein 

Varianzanteil bzw. ein solcher von R
2

c=9.6% (wenn man den «random»-Effekt der Schwan-

kung zwischen den Klassen mitberücksichtigt) erklärt. Der Wert von R
2

c entspricht in diesem 

Modell dem oben angegebenen ICC. 

 

6.1.2 Lernfortschritt von Kindern mit unterschiedlicher Rechenleistung (BM) 

Die Einteilung der Kinder in die jeweiligen Quartile erfolgte wie in Kapitel 4.5.6 beschrieben. 

Die Ergebnisse in diesem Kapitel beziehen sich auf die entsprechenden Teilbestände. Die 

Anzahl Kinder ist jeweils den Tabellen zu entnehmen. Ebenso ist die Anzahl Klassen angege-

ben, die sich ändern kann, da es möglich ist, dass einzelne Klassen keine («schwachen» oder 

«starken») Kinder zur jeweiligen Auswertung beitragen. Bei grösseren (oder stark negativen) 

Werten für β kann die Unterschiedlichkeit zwischen der Interventions- und der Kontrollgrup-

pe jeweils auch der Zuwachstabelle entnommen werden. 

 

Unteres Quartil (Gesamtbestand) 

Tabelle 27: Übersicht Lern-Fortschritt im BASIS-MATH (unteres Quartil des Gesamtbestands) 

Gruppe 
Einsatz 

FE 2. SJ 

Anzahl 

Kinder 

Mittlerer Testscore 

BM T2 

Mittlerer 

Zuwachs BM 

Mittlerer 

Zuwachs PF 

I Ja 53 12.2 3.1 0.57 

II Ja 43 12.7 3.6 0.64 

III Nein 28 14.4 1.0 0.08 

IV Ja 39 12.5 2.9 0.59 

alle 
 

163 12.8 2.8 0.51 

 

Das Vorwissen in Form der Personenfähigkeit zum Testzeitpunkt T2 zeigt sich als signifikan-

ter Prädiktor (β1=0.656, p<.001). Die Anwendung der Interventionen zeigt keinen signifikan-

ten Effekt (β2=0.370, p=.137). 

Tabelle 28: Ergebnisse der Mehrebenenanalyse (BASIS-MATH, unteres Quartil des Gesamtbestands) 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.656 0.097 159.4 6.744 <.001 .482 

Intervention 0.370 0.245 55.7 1.509 .137 .318 

Anmerkungen. Anzahl Kinder: 163. Anzahl Klassen: 43. 

 

Die fixen Effekte (Vorwissen und Intervention) korrelieren mit einem Wert von .133. 
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Die Ergebnisse zeigen, dass sich die Interventionen in diesem Teilbestand positiv auf den 

Lernfortschritt der Kinder ausgewirkt haben. Das Ergebnis ist allerdings statistisch nicht sig-

nifikant, d.h. es könnte auch durch Zufall entstanden sein. Der Nachweis der statistischen 

Signifikanz wird dadurch erschwert, dass die Kontrollgruppe in diesem Teilbestand mit ledig-

lich 28 Kindern nicht mehr sehr umfangreich ist. Die andersartige Auswahl der «schwäche-

ren» 25% der Kinder aus dem Gesamtbestand, die im Folgenden untersucht wurde, geschah 

auch um zu prüfen, ob eine andere Zuteilung den positiven Effekt der Interventionen verstärkt 

sichtbar oder sogar signifikant werden lässt. Insofern ging es auch darum, zufällige Effekte 

bei der Auswahl der Kinder zu erkennen und wenn möglich zu eliminieren. 

Durch die Modellausgestaltung inklusive Wahl der beiden Prädiktoren Vorwissen und Inter-

vention werden R
2

m=22.4% bzw. R
2

c=31.3% der Gesamtvarianz in diesem Modell erklärt. Zu 

beachten ist, dass in den Teilbeständen jeweils auch die Gesamtvarianz des Modells eine an-

dere ist und sich die Werte daher zwischen Beständen nicht vergleichen lassen. 

 

Unteres Quartil (pro Gruppe) 

Tabelle 29: Übersicht Lern-Fortschritt im BASIS-MATH (unteres Quartil jeder Interventionsgruppe) 

Gruppe 
Einsatz 

FE 2. SJ 

Anzahl 

Kinder 

Mittlerer Testscore 

BM T2 

Mittlerer 

Zuwachs BM 

Mittlerer 

Zuwachs PF 

I Ja 41 10.9 3.1 0.74 

II Ja 43 12.7 3.6 0.64 

III Nein 42 15.7 2.1 0.06 

IV Ja 41 12.8 3.0 0.56 

alle 
 

167 13.0 3.0 0.50 

 

Das Vorwissen in Form der Personenfähigkeit zum Testzeitpunkt T2 zeigt sich als signifikan-

ter Prädiktor (β1=0.711, p<.001). Die Anwendung der Interventionen zeigt keinen signifikan-

ten Effekt (β2=0.095, p=.692). 

Tabelle 30: Ergebnisse der Mehrebenenanalyse (BASIS-MATH, unteres Quartil jeder Interventionsgruppe) 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.711 0.101 164.0 7.034 <.001 .507 

Intervention 0.095 0.239 49.0 0.399 .692 .077 

Anmerkungen. Anzahl Kinder: 167. Anzahl Klassen: 44. 

 

Die fixen Effekte (Vorwissen und Intervention) korrelieren mit einem Wert von .254. 

Die Ergebnisse zeigen, dass die Interventionen in diesem Teilbestand einen leichten positiven 

Einfluss auf den Lernfortschritt der Kinder hatten. Das Ergebnis ist allerdings statistisch eben-
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falls nicht signifikant und könnte auch durch Zufall entstanden sein. Die andersartige Auftei-

lung des Bestands ändert also nichts an der früheren Erkenntnis. 

Durch die Modellausgestaltung inklusive Wahl der beiden Prädiktoren Vorwissen und Inter-

vention werden R
2

m=24.4% bzw. R
2

c=35.2% der Gesamtvarianz in diesem Modell erklärt. 

 

Die «rechenstarken» Kinder «oberhalb» des unteren Quartils (Gesamtbestand) 

Tabelle 31: Übersicht Lern-Fortschritt im BASIS-MATH (stärkere 75% des Gesamtbestands) 

Gruppe 
Einsatz 

FE 2. SJ 

Anzahl 

Kinder 

Mittlerer Testscore 

BM T2 

Mittlerer  

Zuwachs BM 

Mittlerer  

Zuwachs PF 

I Ja 112 23.5 0.0 -0.31 

II Ja 130 23.5 0.4 -0.23 

III Nein 139 23.8 1.2 -0.03 

IV Ja 125 22.8 0.6 -0.12 

alle 
 

506 23.4 0.6 -0.17 

 

Das Vorwissen in Form der Personenfähigkeit zum Testzeitpunkt T2 zeigt sich als signifikan-

ter Prädiktor (β1=0.423, p<.001). Die Anwendung der Interventionen zeigt keinen signifikan-

ten Effekt (β2=-0.268, p=.084). 

Tabelle 32: Ergebnisse der Mehrebenenanalyse (BASIS-MATH, stärkere 75% des Gesamtbestands) 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.424 0.040 492.0 10.537 <.001 .412 

Intervention -0.268 0.151 40.4 -1.772 .084 -.238 

Anmerkungen Anzahl Kinder: 506. Anzahl Klassen: 46. 

 

Die fixen Effekte (Vorwissen und Intervention) korrelieren mit einem Wert von .023. 

Die Rechnungen bestärken die Vermutung, die sich aus Tabelle 31 ergibt, nämlich dass sich 

die Interventionen in diesem Teilbestand negativ auf den Lernfortschritt der Kinder ausge-

wirkt haben. Beobachtet wurde, dass Kinder in der Kontrollgruppe bei dieser Messung den 

höheren Lernzuwachs hatten als Kinder in den Interventionsgruppen des 2. Schuljahrs. Das 

Ergebnis ist aber statistisch nicht signifikant, d.h. es kann nicht ausgeschlossen werden, dass 

es durch Zufall entstanden ist. Die Wahrscheinlichkeit für eine derart ausgeprägte (oder noch 

ausgeprägtere) Beobachtung, wie sie hier gemacht wurde, liegt bei 8.4%, was bei der Konven-

tion eines 5%-Testniveaus nicht ausreicht, um einen Zufallseffekt auszuschliessen. Das Vor-

zeichen soll aber vorerst Beachtung finden, ebenso die Tatsache, dass der p-Wert nicht weit 

von der 5%-Schwelle entfernt liegt. Wie sich noch zeigen wird, wird das 5%-Niveau bei an-

deren Bestands-Aufteilungen unterschritten werden. 
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Durch die Modellausgestaltung inklusive Wahl der beiden Prädiktoren Vorwissen und Inter-

vention werden R
2

m=18.7% bzw. R
2

c=27.2% der Gesamtvarianz in diesem Modell erklärt. 

 

Die «rechenstarken» Kinder «oberhalb» des unteren Quartils (pro Gruppe) 

Tabelle 33: Übersicht Lern-Fortschritt im BASIS-MATH (stärkere 75% jeder Interventionsgruppe) 

Gruppe 
Einsatz 

FE 2. SJ 

Anzahl 

Kinder 

Mittlerer Testscore 

BM T2 

Mittlerer  

Zuwachs BM 

Mittlerer  

Zuwachs PF 

I Ja 124 22.8 0.3 -0.28 

II Ja 130 23.5 0.4 -0.23 

III Nein 125 24.4 0.8 -0.03 

IV Ja 123 22.9 0.6 -0.12 

alle 
 

502 23.4 0.5 -0.17 

 
 

Das Vorwissen in Form der Personenfähigkeit zum Testzeitpunkt T2 zeigt sich als signifikan-

ter Prädiktor (β1=0.431, p<.001). Die Anwendung der Interventionen zeigt keinen signifikan-

ten Effekt (β2=-0.278, p=.075). 

Tabelle 34: Ergebnisse der Mehrebenenanalyse (BASIS-MATH, stärkere 75% jeder Interventionsgruppe) 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.431 0.040 483.6 10.737 <.001 .419 

Intervention -0.278 0.153 43.6 -1.822 .075 -.245 

Anmerkungen. Anzahl Kinder: 502. Anzahl Klassen: 46. 

 

Die fixen Effekte (Vorwissen und Intervention) korrelieren mit einem Wert von .083. 

Die Ergebnisse der Rechnung in Tabelle 34 bestätigen die Vermutung, die sich auch aus Ta-

belle 33 ergibt, nämlich dass in den Interventionsklassen in diesem Teilbestand der Lernfort-

schritt der Kinder geringer war als in den Klassen der Kontrollgruppe. Das Ergebnis ist aber 

wiederum statistisch nicht signifikant. Es wurde wiederum beobachtet, dass Kinder in der 

Kontrollgruppe den höheren Lernzuwachs hatten als Kinder in den Interventionsgruppen des 

2. Schuljahrs, die Unterschiedlichkeit könnte aber – gemäss der 5%-Konvention − wiederum 

durch Zufall erklärt werden. 

Durch die Modellausgestaltung inklusive Wahl der beiden Prädiktoren Vorwissen und Inter-

vention werden R
2

m=20.1% bzw. R
2

c=28.1% der Gesamtvarianz in diesem Modell erklärt. 
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Fazit 

Die Interventionen wirkten in den Stärkeklassen unterschiedlich. Die «schwächeren» Kinder 

konnten von den Interventionen «profitieren». Die «schwachen» Kinder in den Interventions-

klassen wiesen einen höheren Lernfortschritt auf als die Kinder in der Kontrollgruppe. Bei 

den «starken» Kindern war es umgekehrt. Diese wiesen in der Kontrollgruppe einen höheren 

Lernzuwachs auf als in den drei Interventionsgruppen. Bei allen Aufteilungen in «schwache» 

und «starke» Kinder sind die gemessenen Effekte auf dem 5%-Niveau nicht signifikant. Es 

konnte also beobachtet werden, dass für die jeweiligen Stärkegruppe in der Interventions-

gruppe mehr (bzw. weniger) und in der anderen Kontrollgruppe weniger (bzw. mehr) Lern-

zuwachs stattfand. Es konnte aber rechnerisch nicht nachgewiesen werden, dass diese Unter-

schiedlichkeit beim Lernzuwachs nicht auch durch Zufall entstanden sein könnte. 

 

Unterteilung bei «20%/80%» 

Die Effekte wurden alle auch bei Wahl der «schwächsten» 20% anstelle der «schwächsten» 

25% (sowie auch für die «stärkeren» 80% anstelle der «stärkeren» 75%) gerechnet und verän-

dern sich dabei nicht wesentlich. Die Effekte haben dasselbe Vorzeichen, eine ähnliche Grös-

senordnung und sind ebenfalls alle nicht signifikant. 

 

Unterteilung bei «50%/50%» 

Ebenfalls wurde der Bestand noch einmal zerlegt in zwei (in etwa) gleich grosse Bestände der 

«schwächeren» und der «stärkeren» Kinder des Gesamtbestands. Diese Zweiteilung geschah 

wie bereits erläutert auf mehrere Arten. Die Ergebnisse der sich daraus ergebenden vier Vari-

anten lauten:  

Die «schwächere» Hälfte der Kinder (Gesamtbestand), Split bei 21 (Testscore ≤ 21) 

Tabelle 35: Übersicht Lern-Fortschritt im BASIS-MATH (schwächere Hälfte, Split bei 21) 

Gruppe 
Einsatz 

FE 2. SJ 

Anzahl 

Kinder 

Mittlere Punktezahl 

BM T2 

Mittlerer  

Zuwachs BM 

Mittlerer  

Zuwachs PF 

I Ja 85 15.1 2.5 0.47 

II Ja 82 16.0 2.6 0.46 

III Nein 62 17.2 2.0 0.35 

IV Ja 88 16.5 2.7 0.54 

alle 
 

317 16.1 2.5 0.46 

 

Das Vorwissen in Form der Personenfähigkeit zum Testzeitpunkt T2 zeigt sich als signifikan-

ter Prädiktor (β1=0.797, p<.001). Die Anwendung der Interventionen zeigt keinen signifikan-

ten Effekt (β2=0.121, p=.514). 
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Tabelle 36: Ergebnisse der Mehrebenenanalyse (BASIS-MATH, schwächere Hälfte, Split bei 21) 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.797 0.066 310.9 12.153 <.001 .583 

Intervention 0.121 0.184 51.1 0.657 .514 .099 

Anmerkungen. Anzahl Kinder: 317. Anzahl Klassen: 46. 

 

Die Korrelation der fixen Effekte (Vorwissen und Intervention) beträgt .006. 

Die Ergebnisse deuten darauf hin, dass die Interventionen in diesem Teilbestand einen (leicht) 

positiven Einfluss auf den Lernfortschritt der Kinder hatten. Das Ergebnis ist statistisch nicht 

signifikant und kann somit auch durch Zufall entstanden sein. 

Durch die Modellausgestaltung inklusive Wahl der beiden Prädiktoren Vorwissen und Inter-

vention werden R
2

m=32.6% bzw. R
2

c=40.6% der Gesamtvarianz in diesem Modell erklärt. 

 

Die «stärkere» Hälfte der Kinder (Gesamtbestand), (Testscore >21) 

Tabelle 37: Übersicht Lern-Fortschritt im BASIS-MATH (stärkere Hälfte, Split bei 21) 

Gruppe 
Einsatz 

FE 2. SJ 

Anzahl 

Kinder 

Mittlere Punktezahl 

BM T2 

Mittlerer  

Zuwachs BM 

Mittlerer  

Zuwachs PF 

I Ja 80 25.0 -0.6 -0.54 

II Ja 91 25.2 0.0 -0.44 

III Nein 105 25.2 0.5 -0.23 

IV Ja 76 24.8 -0.6 -0.52 

alle 
 

352 25.1 -0.1 -0.42 

 

Das Vorwissen in Form der Personenfähigkeit zum Testzeitpunkt T2 zeigt sich als signifikan-

ter Prädiktor (β1=0.399, p<.001). Die Anwendung der Interventionen wirkt in die negative 

Richtung und ist auf dem 5%-Niveau signifikant (β2=-0.372, p=.034). 

Tabelle 38: Ergebnisse der Mehrebenenanalyse (BASIS-MATH, stärkere Hälfte, Split bei 21) 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.399 0.056 341.9 7.097 <.001 .345 

Intervention -0.372 0.169 38.2 -2.205 .034 -.336 

Anmerkungen. Anzahl Kinder: 352. Anzahl Klassen: 46. 

 

Die fixen Effekte (Vorwissen und Intervention) korrelieren mit einem Wert von -.008. 



196 

Die Ergebnisse zeigen, dass die Interventionen in diesem Teilbestand einen negativen Ein-

fluss auf den Lernfortschritt der Kinder hatten bzw. dass Kinder in der Kontrollgruppe den 

höheren Lernzuwachs hatten als Kinder in den Interventionsgruppen des 2. Schuljahrs. Das 

Ergebnis ist mit β = -0.372 verhältnismässig ausgeprägt und auf dem 5%-Niveau auch statis-

tisch signifikant. Vergleicht man die beiden standardisierten β-Werte, so unterstreicht dies die 

negative Wirkung der Intervention im Vergleich zur positiven Wirkung des Vorwissens. 

Durch die Modellausgestaltung inklusive Wahl der beiden Prädiktoren Vorwissen und Inter-

vention werden R
2

m=14.4% bzw. R
2

c=23.9% der Gesamtvarianz in diesem Modell erklärt. 

 

Die «schwächere» Hälfte der Kinder (Gesamtbestand), Split bei 22 (Testscore ≤ 22) 

Tabelle 39: Übersicht Lern-Fortschritt im BASIS-MATH (schwächere Hälfte, Split bei 22) 

Gruppe 
Einsatz 

FE 2. SJ 

Anzahl 

Kinder 

Mittlere Punktezahl 

BM T2 

Mittlerer  

Zuwachs BM 

Mittlerer  

Zuwachs PF 

I Ja 95 15.8 2.0 0.36 

II Ja 91 16.5 2.5 0.43 

III Nein 74 17.9 1.5 0.26 

IV Ja 97 17.1 2.6 0.53 

alle 
 

357 16.8 2.2 0.41 

 

Das Vorwissen in Form der Personenfähigkeit zum Testzeitpunkt T2 zeigt sich als signifikan-

ter Prädiktor (β1=0.760, p<.001). Die Anwendung der Interventionen zeigt keinen signifikan-

ten Effekt (β2=0.141, p=.417). 

Tabelle 40: Ergebnisse der Mehrebenenanalyse (BASIS-MATH, schwächere Hälfte, Split bei 22) 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.760 0.059 352.4 12.825 <.001 .578 

Intervention 0.141 0.172 50.0 0.818 .417 .117 

Anmerkungen. Anzahl Kinder: 357. Anzahl Klassen: 46. 

 

Die fixen Effekte (Vorwissen und Intervention) korrelieren mit einem Wert von .079. 

Die Ergebnisse zeigen, dass die Interventionen in diesem Teilbestand einen leicht positiven 

Einfluss auf den Lernfortschritt der Kinder hatten. Das Ergebnis ist statistisch nicht signifi-

kant. 

Durch die Modellausgestaltung inklusive Wahl der beiden Prädiktoren Vorwissen und Inter-

vention werden R
2

m=32.1% bzw. R
2

c=39.8% der Gesamtvarianz in diesem Modell erklärt. 
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Die «stärkere» Hälfte der Kinder (Gesamtbestand), (Testscore>22) 

Tabelle 41: Übersicht Lern-Fortschritt im BASIS-MATH (stärkere Hälfte, Split bei 22) 

Gruppe 
Einsatz 

FE 2. SJ 

Anzahl 

Kinder 

Mittlere Punktezahl 

BM T2 

Mittlerer  

Zuwachs BM 

Mittlerer  

Zuwachs PF 

I Ja 70 25.4 -0.4 -0.55 

II Ja 82 25.6 -0.2 -0.51 

III Nein 93 25.6 0.7 -0.23 

IV Ja 67 25.2 -1.0 -0.64 

alle 
 

312 25.5 -0.1 -0.46 

 

Das Vorwissen in Form der Personenfähigkeit zum Testzeitpunkt T2 zeigt sich als signifikan-

ter Prädiktor (β1=0.331, p<.001). Die Anwendung der Interventionen wirkt in die negative 

Richtung und ist auf dem 5%-Niveau signifikant (β2=-0.503, p=.015
*
). 

Tabelle 42: Ergebnisse der Mehrebenenanalyse (BASIS-MATH, stärkere Hälfte, Split bei 22) 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.331 0.062 299.9 5.355 <.001 .278 

Intervention -0.503 0.197 35.5 -2.548 .015 -.458 

Anmerkungen. Anzahl Kinder: 312. Anzahl Klassen: 46. 

 

Die fixen Effekte (Vorwissen und Intervention) korrelieren mit einem Wert von -.011. 

Die Ergebnisse zeigen, dass die Interventionen in diesem Teilbestand einen negativen Ein-

fluss auf den Lernfortschritt der Kinder hatten bzw. dass Kinder in der Kontrollgruppe den 

höheren Lernzuwachs hatten als Kinder in den Interventionsgruppen des 2. Schuljahrs. Das 

Ergebnis ist mit β = -0.503 ausgeprägt und auf dem 5%-Niveau auch statistisch signifikant. 

Durch die Modellausgestaltung inklusive Wahl der beiden Prädiktoren Vorwissen und Inter-

vention werden R
2

m=12.2% bzw. R
2

c=27.1% der Gesamtvarianz in diesem Modell erklärt. 

 

Zusätzliche gerechnete Variante 

Die beobachteten Effekte wurden zur Vermeidung von Zufallseffekten auch für eine Auftei-

lung im höheren Bereich («cut-off»-Punkt beim Testscore 23 im BASIS-MATH-1+) gerech-

net und ändern sich weder beim Vorzeichen, bei der Grössenordnung noch bei der Signifi-

kanz. 
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6.1.3 Variationen des gewählten Mehrebenen-Modells 

An dieser Stelle werden Variationen und Alternativen zum gewählten Mehrebenen-

Modellansatz besprochen und die Änderung der sich dabei ergebenden Ergebnisse jeweils 

dargelegt. Es sind zum Teil erst Ergebnisse der vorgenommenen Berechnungen, welche die 

jeweilige Modellwahl rechtfertigen. Beispielsweise wäre ein «random slope»-Modell aus rein 

theoretischen Gesichtspunkten genauso vertretbar wie ein «random intercept»-Modell. Erst 

die Anwendung am vorliegenden Datensatz zeigt auf, dass der zusätzliche Freiheitsgrad bei 

der Parameterwahl im «random slope»-Modell in diesem konkreten Fall keinen Mehrwert 

liefert. Aus diesem Grund erfolgt dieser Teil der Modellwahl-Besprechung ergänzend zu den 

Erläuterungen in Kapitel 4.5.6 an dieser Stelle. 

Da sich der BASIS-MATH im Vergleich zum Erhebungsinstrument für das Multiplikations-

verständnis als das sensiblere Erhebungsinstrument herausgestellt hat, erfolgt diese Bespre-

chung ausschliesslich in Kapitel 6.1 und somit ausschliesslich unter Verwendung des Instru-

ments BASIS-MATH. 

 

Differenz anstelle der Nachtest-Leistung als Zielvariable 

Das Modell wurde auch gerechnet mit dem Zuwachs in der Personenfähigkeit anstelle der 

Personenfähigkeit im Nachtest als Zielvariable. Wie in Kapitel 4.5.5 erläutert ergibt sich in 

den Werten für den Parameter β2 sowie auch im p-Wert dadurch keine Veränderung gegen-

über dem gewählten Ansatz. 

Tabelle 43: Änderung einzelner Parameter-Werte bei Änderung der abhängigen Variablen 

Abhängige Variable 
Leistung im Nachtest 

(Personenfähigkeit) 

Leistungszuwachs 

(Zuwachs bei der  

Personenfähigkeit) 

Korrelation X1 und X2 .069 .069 

Schätzung für β1 (X1: Vorwissen) 0.588 -0.412 

p-Wert für β1 <.001 <.001 

Schätzung für β2 (X2: Interventionen) -0.151 -0.151 

p-Wert für β2 .289 .289 

ICC-Wert 9.6% 8.8% 

Erklärte Varianz R
2

m 41.1% 24.8% 

Erklärte Varianz R
2

c 46.5% 31.6% 

Anmerkungen. Anzahl Kinder: 669. Anzahl Klassen 46. 

 

Der ICC-Wert des Nullmodells bei Verwendung der Personenfähigkeit im Nachtest liegt bei 

9.6%, der ICC-Wert des Nullmodells bei Verwendung des Zuwachses in der Personenfähig-

keit liegt bei 8.8% (siehe Tabelle 43).  
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Auch wenn sich der mit dem ICC-Wert gemessene Anteil der Varianz, welcher durch die 

Klassenzuteilung erklärt werden kann, zwischen den Modellen unterscheidet, so ergibt sich 

für die Frage der Wirksamkeit der Interventionen keine Unterschiedlichkeit zwischen den 

beiden Modellen. In beiden Fällen kann für den Parameter β2 der identische Wert für β2=-

0.151 (mit p=.289 nicht signifikant) errechnet werden. Zu erkennen ist auch, wie der Parame-

ter β1 sich (wie in Kapitel 4.5.6 erläutert) um einen additiven Summanden von 1 unterschei-

det. Bei der Verwendung des Zuwachses anstelle der Personenfähigkeit reduziert sich β1 ge-

nau um den Wert 1. 

Was sich bei der Verwendung der Differenzen von Personenfähigkeiten anstelle der Perso-

nenfähigkeit im Nachtest aber ändert, sind die durch die Modelle erklärten Varianzanteile. 

 

Verwendung des «random slope»-Modells anstelle des «random intercept»-Modells  

Mit der Verwendung des «random slope»-Modells anstelle des «random intercept»-Modells 

werden zusätzliche Freiheitsgrade im Modell aufgenommen. Die «slopes» können sich im 

«random slope»-Modell zwischen den einzelnen Klassen unterscheiden. 

Die Verwendung des «random slope»-Modells lässt die Werte AIC und BIC für die Modell-

güte jedoch schlechter werden. Illustriert wird dies in Tabelle 44 anhand des gesamten Daten-

satzes für den Lernfortschritt gemessen mit dem BASIS-MATH. Die Werte für die Kennzah-

len AIC und BIC steigen. Dies kann so interpretiert werden, dass die höhere Komplexität des 

«random slope»-Modells stärker negativ ins Gewicht fällt als der Gewinn an Genauigkeit, 

welcher durch die zusätzlichen Freiheitsgrade im «random slope»-Modell erreicht wird. 

Tabelle 44: Modellgüte-Masse „random intercept“-Modell und „random slope“-Modell 

Modell df AIC BIC logLik Deviance Chisq Chi df p(>Chisq) 

random intercept 5 1'938.3 1'960.8 -964.1 1'928.3    

random slope 10 1'945.8 1'990.9 -962.9 1'925.8 2.45 5 .785 

 

Die durch das Modell erklärten Varianzanteile steigen bei Verwendung des «random slope»-

Modells, allerdings in geringem Masse:  

Tabelle 45: erklärte Varianzanteile („random intercept“ und „random slope“-Modelle) 

Modell R
2

m R
2

c 

random intercept 41.1% 46.5% 

random slope 41.9% 48.5% 

 

In dieser Arbeit wird als Folge dieser Beobachtung für sämtliche Analysen mit Teilbeständen 

und auch für die Erfassung des Lernfortschritts mit dem Erhebungsinstrument für das Multi-

plikationsverständnis das «random intercept»-Modell verwendet. 
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Verwendung der Interventionen als Prädiktor 

Als signifikanter Prädiktor für die Leistungen im Nachtest wurde die Leistung im Vortest ge-

ortet. Die Interventionen als zusätzlicher Prädiktor − so wie im Modellansatz verwendet – 

liefern für den Gesamtbestand keine Verbesserung des Modells (siehe Tabelle 46). 

Tabelle 46: Modellgüte-Masse ohne bzw. mit Intervention auf Ebene 1 

Modell df AIC BIC logLik Deviance Chisq Chi df P(>Chisq) 

nur Vorwissen 4 1'937.5 1'955.5 -964.7 1'929.5    

Vorwissen und 

Interventionen 
5 1'938.3 1'960.8 -964.1 1'928.3 1.193 1 .275 

 

Auch der erklärte Anteil an der Gesamtvarianz sinkt nur unwesentlich, wenn man die Inter-

ventionen als Prädiktor entfernt (siehe Tabelle 47). Der Unterschied wird etwas grösser, wenn 

man einen Teilbestand betrachtet, in dem die Interventionen eine signifikante Wirkung ge-

zeigt haben (siehe Tabelle 48). 

Tabelle 47: Veränderung der erklärten Varianzanteile (Gesamtbestand der 669 Kinder) 

Modell R
2

m R
2

c 

Vorwissen und Interventionen 41.1% 46.5% 

nur Vorwissen (ohne Interventionen) 40.6% 46.1 

 

Tabelle 48: Veränderung der erklärten Varianzanteile (stärkere Hälfte, Split bei 21) 

Modell R
2

m R
2

c 

Vorwissen und Interventionen 14.4% 23.9% 

nur Vorwissen (ohne Interventionen) 11.8% 22.5% 

 

Verwendung weiterer Prädiktoren im Mehrebenenmodell 

Als weitere Prädiktoren wurden die acht unten aufgeführten zusätzlich verfügbaren Variablen 

auf ihre Nützlichkeit hin durch Einführen ins Mehrebenen-Modell geprüft. Das Vorwissen 

und die Information, ob die Interventionen durchgeführt wurden, sind dabei als Prädiktoren 

im Modell beibehalten worden.  

Zusätzliche Variablen als Kandidaten für Prädiktoren im Mehrebenenmodell sind das Ar-

beitsgedächtnis, die kognitiven Fähigkeiten, das Sprachverständnis für die deutsche Sprache, 

die Ausdrucksfähigkeit in der deutschen Sprache, die Familiensprache des Kindes, das Ge-

schlecht, das Alter des Kindes sowie das in der Klasse eingesetzte Lehrmittel. 
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Für das Arbeitsgedächtnis und die kognitiven Fähigkeiten wurde der Testscore bei der Erfas-

sung zum Zeitpunkt T1 verwendet. Die Variablen Sprachverständnis und Ausdrucksfähigkeit 

wurden in dichotome Variablen umcodiert. Dies geschah so, dass beim Sprachverständnis und 

bei der Ausdrucksfähigkeit nur die höchste Stufe der Lehrpersonen-Einschätzung in eine 1 

umgewandelt wurde. Ebenso wurde die Familiensprache in eine dichotome Variable umco-

diert (0: «deutsch/schweizerdeutsch ist (auch) Familiensprache mit Einschätzung «1» oder 

«2» durch die LP, 1: «deutsch als Zweitsprache», Einschätzung «3», siehe Anhang 8.1.1). 

Geschlecht wurde als dichotome Variable (0: «weiblich», 1: «männlich») verwendet. Für das 

Alter wurde das Alter der Kinder beim Ablegen des Tests für das Vorwissen (also bei der 

BASIS-MATH-Erhebung zum Zeitpunkt T2) gewählt. Lehrmittel ist eine dichotome Variable 

(0: «Primarstufe Mathematik», 1: «Schweizer Zahlenbuch»). 

Verzichtet wurde auf die Interventionsgruppe (I, II, III, IV) als Prädiktor-Variable, weil der 

Einfluss des ersten Schuljahrs auf den Verlauf des zweiten als weniger zentral als andere Prä-

diktoren (z.B. die Durchführung der Interventionen im zweiten Schuljahr) eingeschätzt wurde 

und weil die Wirkung der Interventionen des ersten Schuljahrs sich bereits im Vorwissen 

zeigt. Die Interventionen des zweiten Schuljahrs (und damit der Vergleich zwischen Gruppe 

III und den anderen drei Gruppen) sind im Modell durchgehend abgebildet.  

Die Ergebnisse des einzelnen Hinzunehmens dieser Prädiktoren sind die folgenden: 

 

Arbeitsgedächtnis 

Tabelle 49: Parameterschätzungen der β-Werte bei Hinzunahme des Arbeitsgedächtnisses als Prädiktor 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.531 0.030 652.2 17.835 <.001 .575 

Intervention -0.102 0.139 44.8 -0.732 .468 -.075 

Arbeitsgedächtnis 0.084 0.019 650.9 4.474 <.001 .145 

 

Kognitive Fähigkeiten  

Tabelle 50: Parameterschätzungen der β-Werte bei Hinzunahme der kognitiven Fähigkeiten als Prädiktor 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.520 0.030 653.7 17.583 <.001 .563 

Intervention -0.142 0.136 44.7 -1.045 .302 -.105 

CFT (kogn. Fähigk.) 0.049 0.009 654.9 5.498 <.001 .174 
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Sprachverständnis für die deutsche Sprache 

Tabelle 51: Parameterschätzungen der β-Werte bei Hinzunahme des Sprachverständnisses als Prädiktor 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.567 0.028 663.8 20.279 <.001 .613 

Intervention -0.104 0.145 45.3 -0.718 .476 -.077 

Sprachverständnis 0.389 0.108 650.4 3.602 <.001 .113 

 

 

Ausdrucksfähigkeit für die deutsche Sprache 

Tabelle 52: Parameterschätzungen der β-Werte bei Hinzunahme der Ausdrucksfähigkeit als Prädiktor 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.566 0.028 664.1 20.184 <.001 .612 

Intervention -0.127 0.142 45.2 -0.897 .375 -.094 

Ausdrucksfähigkeit 0.337 0.096 647.1 3.501 <.001 .110 

 

 

Familiensprache (bzw. Deutsch als Zweitsprache «DaZ») 

Tabelle 53: Parameterschätzungen der β-Werte bei Hinzunahme der Familiensprache als Prädiktor 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.587 0.028 664.1 21.144 <.001 .635 

Intervention -0.153 0.142 44.7 -1.077 .287 -.113 

Familiensprache -0.022 0.110 613.4 -0.204 .838 -.006 
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Geschlecht 

Tabelle 54: Parameterschätzungen der β-Werte bei Hinzunahme des Geschlechts als Prädiktor 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.580 0.028 665.0 20.596 <.001 .627 

Intervention -0.153 0.141 44.5 -1.084 .284 -.113 

Geschlecht 0.111 0.080 650.8 1.393 .164 .041 

 

 

Alter 

Tabelle 55: Parameterschätzungen der β-Werte bei Hinzunahme des Alters als Prädiktor 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.592 0.027 664.8 21.568 <.001 .640 

Intervention -0.140 0.140 44.7 -1.005 .320 -.103 

Alter bei T2 -0.347 0.105 663.7 -3.298 <.001 -.097 

 

 

Lehrmittel 

Tabelle 56: Parameterschätzungen der β-Werte bei Hinzunahme des Lehrmittels als Prädiktor 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.588 0.028 664.9 21.272 <.001 .635 

Intervention -0.174 0.144 43.1 -1.203 .235 -.128 

Lehrmittel 0.100 0.125 41.6 0.797 .430 .037 

 

 

Fazit 

Es zeigt sich, dass das Arbeitsgedächtnis einen signifikanten und positiven (je höher das Ar-

beitsgedächtnis desto höher der Lernzuwachs) Einfluss auf den Lernzuwachs hat. Dieselbe 

Aussage kann für die kognitiven Fähigkeiten gemacht werden. Der Effekt ist signifikant und 
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positiv (je höher die bei T1 gemessenen kognitiven Fähigkeiten desto höher der Lernzu-

wachs). Sprachverständnis und Ausdrucksfähigkeit in der deutschen Sprache haben beide 

ebenfalls einen positiven, signifikanten Einfluss auf den Lernzuwachs. Der Einfluss der Fami-

liensprache ist gering und nicht signifikant. Der Einfluss des Geschlechts ist positiv (d.h. die 

mit 1 codierten Knaben lernen mehr dazu als die Mädchen), der Effekt ist aber nicht signifi-

kant. Das Alter zum Zeitpunkt T2 hat einen negativen (jüngere Kinder lernen mehr dazu als 

ältere) und ebenfalls signifikanten Einfluss auf den Lernzuwachs. Der Einfluss des verwende-

ten Lehrmittels ist nicht signifikant.  

Arbeitsgedächtnis, kognitive Fähigkeiten, Sprachverständnis, Ausdrucksfähigkeit in der deut-

schen Sprache und auch Geschlecht korrelieren mit dem Vorwissen der Kinder zum Mess-

zeitpunkt T2. Beim Alter ist diese Korrelation gering, beim Lehrmittel ist sie nicht vorhanden. 

Tabelle 57: Veränderung der Modellgüte-Masse AIC und BIC durch Einfügen von Prädiktoren 

Prädiktoren df 

alle 669 Kinder 657 Kinder 

AIC BIC AIC BIC 

Nullmodell (ohne Prädiktoren) 3 2'285.2 2'298.7 2'239.2 2'252.7 

nur Interventionen 4 2'283.1 2'301.1 2'237.4 2'255.4 

nur Vorwissen 4 1'937.5 1'955.5 1'898.4 1'916.3 

Vorwissen und Interventionen 5 1'938.3 1'960.8 1'899.1 1'921.5 

Vorwissen, Interventionen  

und Arbeitsgedächtnis 
6 ---

a
 ---

 a
 1'881.2 1'908.1 

Vorwissen, Interventionen 

und kognitive Fähigkeiten 
6 ---

 a
 ---

 a
 1'871.6 1'898.5 

Vorwissen, Interventionen 

und Sprachverständnis 
6 1'927.5 1'954.6 1'890.4 1'917.3 

Vorwissen, Interventionen 

und Ausdrucksfähigkeit 
6 1'928.1 1'955.2 1'889.2 1'916.1 

Vorwissen, Interventionen 

und Familiensprache  
6 1'940.2 1'967.3 1'900.9 1'927.9 

Vorwissen, Interventionen und Geschlecht 6 1'938.3 1'965.3 1'899.2 1'926.2 

Vorwissen, Interventionen und Alter 6 1'929.4 1'956.4 1'888.9 1'915.8 

Vorwissen, Interventionen und Lehrmittel 6 1'939.6 1'966.6 1'900.5 1'927.4 

Anmerkungen. 
a
 Die Werte können aufgrund von fehlenden Werten nicht bestimmt werden. 

Die Modellgüte-Masse AIC und BIC zeigen auf, dass durch die Hinzunahme weiterer Prä-

diktoren zum Teil Verbesserungen des Modells erreicht werden können. Sie zeigen aber auch 
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auf, dass vor allem die Verwendung des Vorwissens im Modell die Güte des Modells be-

stimmt. 

Da bei insgesamt 12 der 669 Kinder aufgrund von Absenzen zum Testzeitpunkt T1 die Werte 

für das Arbeitsgedächtnis und zum Teil auch für die kognitiven Fähigkeiten nicht vorhanden 

waren, wurden die Modellvergleiche auch mit den 657 Kindern mit vollem Datensatz noch-

mals gerechnet. Die Ergebnisse beider Rechnungen können der Tabelle 57 entnommen wer-

den. 

 

Varianzaufklärung eines Modells mit allen 10 Prädiktoren 

Verwendet man alle zehn Prädiktoren gleichzeitig, so kann mit dem Modell ein Anteil von 

R
2

m=46.3% bzw. R
2
c=51.2% der Gesamtvarianz aufgeklärt werden. Es zeigt sich also auch 

hier, dass der Anteil an der erklärten Varianz, den das Vorwissen alleine bereits liefert, auch 

mit neun weiteren Prädiktoren nicht mehr sehr stark gesteigert werden kann. Wählt man unter 

den verschiedenen Prädiktoren diejenigen aus, die sich bei einzelner Hinzunahme besonders 

bewährt haben (CFT, AG, Sprachverständnis, Ausdrucksfähigkeit und Alter) so ergibt sich 

(inkl. Vorwissen, aber ohne die Interventionen) ein Modell mit insgesamt sechs Prädiktoren 

und einer Varianzaufklärung von R
2

m=45.8% bzw. R
2

c=50.5%. 

Insgesamt kann gefolgert werden, dass das Vorwissen einen sehr grossen Teil der Varianz 

beim Testzeitpunkt T4 aufklärt. Mit zusätzlichen Prädiktoren kann wenig gewonnen werden. 

Diejenigen Prädiktoren, die vielversprechend aussehen und einen signifikant von 0 unter-

schiedlichen β-Wert aufweisen, tun dies u.a. auch deshalb, weil sie mit dem Vorwissen korre-

lieren. Dies ist insbesondere bei den beiden Formen der Sprachfähigkeiten, beim Arbeitsge-

dächtnis und bei den kognitiven Fähigkeiten der Fall. 

Die etwas überraschende Erkenntnis ist, dass mit dem Alter etwas zusätzliche Varianz erklärt 

werden kann. Der Lernzuwachs der jüngeren Kinder war im Laufe des 2. Schuljahrs etwas 

höher als derjenige der älteren Kinder. Nimmt man nur das Alter zusätzlich zum Vorwissen 

ins Modell auf, so ergibt sich ein erklärter Varianzanteil von immerhin R
2

m=42.1% bzw. 

R
2

c=47.2%. 

 

Reduktion der Anzahl Prädiktoren mit Hilfe der «lasso»-Regression 

Für die «lasso»-Regression wurde das Modell von Beginn weg mit allen zehn Prädiktoren 

(siehe oben) ausgestattet. Weil bei 12 Kindern die Ergebnisse des Arbeitsgedächtnisses und 

bei einigen von diesen 12 auch die Ergebnisse des CFT-Tests nicht vorlagen, wurde der Da-

tensatz um diese 12 Kinder auf die verbleibenden 657 Kinder reduziert. 

Die «lasso»-Regression geht von allen Prädiktoren aus und reduziert die β-Werte für die Prä-

diktoren so weit, wie es möglich ist, ohne den Bias allzu stark zu erhöhen. Dies kann so weit 

gehen, dass für die β-Werte die bestmögliche Schätzung 0 beträgt. Prädiktoren, bei welchen 

dies eintritt, können so als erklärende Variablen aus dem Modell eliminiert werden. Der Algo-
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rithmus kennt keinerlei Theorie und Vorlieben für einzelne Prädiktoren und beschäftigt sich 

«blind» mit dem vorliegenden Datensatz. 

Der Algorithmus ortet vier (der zehn) Prädiktoren, welche aus dem Modell entfernt werden 

können. Es sind dies die Prädiktoren Interventionen Ja/Nein, Schulbuch, Sprachverständnis 

und Familiensprache. Die Ergebnisse sind allerdings nicht stabil und hängen auch von der 

Partitionierung des Kinderbestands (Anteil der Kinder im jeweiligen Train- und im Test-Set 

und genaue Zufalls-Zuteilung zu den beiden Gruppen) für die Kreuzvalidierung ab. Es werden 

aber immer wieder die oben genannten vier Prädiktoren als redundant geortet, bei verschiede-

nen Durchläufen aber auch nur eine Teilmenge davon. Vier typische Ergebnisse der «lasso»-

Regression sind in Tabelle 58 aufgeführt. Bei Durchlauf 4 werden alle Prädiktoren (z.T. mit 

sehr tiefen β-Werten) beibehalten.  

Wichtigster Prädiktor bleibt auch hier das Vorwissen (Prädiktor 10) mit β-Werten im Bereich 

von 0.45. Das Alter zeigt sich auch hier als überraschend nützlicher Prädiktor mit negativem 

Vorzeichen, die übrigen vier Prädiktoren (Geschlecht, Ausdrucksfähigkeit, Arbeitsgedächtnis 

und kognitive Fähigkeiten) zeichnen sich durch tiefe Werte von β aus. Die tiefen β-Werte der 

meisten Prädiktoren deuten auch darauf hin, dass die Varianzaufklärung des Modells mit die-

sen Prädiktoren nicht wesentlich verbessert werden kann. 

Tabelle 58: Schätzung für β mit «lasso»-Regression (λ gemäss Kreuzvalidierung) 

Prädiktor Bedeutung des Prädiktors 

β-Werte 

nach 

«lasso»- 

Regression 

Durchlauf 1 

β-Werte 

nach 

«lasso»- 

Regression 

Durchlauf 2 

β-Werte 

nach 

«lasso»- 

Regression 

Durchlauf 3 

β-Werte 

nach 

«lasso»- 

Regression 

Durchlauf 4 

1 Interventionen Ja/Nein --- --- -0.059 0.029 

2 Geschlecht 0.224 0.206 0.100 0.233 

3 Schulbuch 0.085 0.063 --- 0.006 

4 Alter bei T2 -0.354 -0.330 -0.348 -0.311 

5 
Sprachverständnis (dicho-

tom) 
--- --- --- 0.051 

6 
Ausdrucksfähigkeit (dicho-

tom) 
0.192 0.195 0.203 0.303 

7 Familiensprache (dichotom) 0.109 0.021 --- 0.193 

8 Kognitive Fähigkeiten 0.040 0.043 0.043 0.040 

9 Arbeitsgedächtnis 0.086 0.078 0.060 0.078 

10 
Vorwissen (PF im BM bei 

T2) 
0.446 0.449 0.461 0.455 
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«lasso»-Regression mit strengerer Selektion der Prädiktoren 

Bei der «lasso»-Regression wird ein Parameter λ verwendet, welcher als Vorfaktor hohe Wer-

te von β gegenüber der Quadratsumme der Residuen negativ gewichtet. Die optimale Wahl 

von λ wird durch ein Kreuzvalidierungsverfahren am vorhandenen Datensatz festgelegt. Die 

obigen vier Durchläufe wurden auf diese Art gerechnet. 

Eine Möglichkeit, den Algorithmus etwas «strenger» bzw. «resoluter» werden zu lassen ge-

genüber Prädiktoren, die wenig beitragen, ist es, den vorgeschlagenen Wert des Parameters λ 

künstlich zu erhöhen. An dieser Stelle werden weitere vier Durchläufe der «lasso»-Regression 

angegeben. Bei diesen neuen Durchläufen ist der «optimale» Parameter λ um den multiplika-

tiven Faktor 10 erhöht worden. Die Auswahl aus den obigen 10 Prädiktoren durch den Algo-

rithmus geschieht so deutlich strenger.  

Tabelle 59 verdeutlicht die Erkenntnis, dass auf die Interventionen, das Schulbuch, das 

Sprachverständnis und die Familiensprache als Prädiktoren verzichtet werden kann. Das 

Vorwissen zeigt sich auch bei dieser Betrachtung als der wichtigste Prädiktor. Beibehalten 

werden aber immer auch die kognitiven Fähigkeiten und das Arbeitsgedächtnis. 

 

Tabelle 59: Schätzung für β mit «lasso»-Regression (λ mit 10 multipliziert) 

Prädiktor Bedeutung des Prädiktors 

β-Werte 

nach 

«lasso»- 

Regression 

Durchlauf 5 

β-Werte 

nach 

«lasso»- 

Regression 

Durchlauf 6 

β-Werte 

nach 

«lasso»- 

Regression 

Durchlauf 7 

β-Werte 

nach 

«lasso»- 

Regression 

Durchlauf 8 

1 Interventionen Ja/Nein --- --- --- --- 

2 Geschlecht 0.062 --- --- --- 

3 Schulbuch --- --- --- --- 

4 Alter bei T2 -0.064 -0.045 -0.139 --- 

5 
Sprachverständnis (dicho-

tom) 
--- --- --- --- 

6 
Ausdrucksfähigkeit (dicho-

tom) 
0.107 0.013 0.052 --- 

7 Familiensprache (dichotom) --- --- --- --- 

8 Kognitive Fähigkeiten 0.030 0.019 0.030 0.014 

9 Arbeitsgedächtnis 0.055 0.046 0.036 0.006 

10 
Vorwissen (PF im BM bei 

T2) 
0.437 0.419 0.447 0.397 
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Diese Sicht auf die verschiedenen Prädiktoren wird bestätigt, wenn man die standardisierten 

β-Werte betrachtet. Die Interpretation der β-Werte ist bei den standardisierten Werten schwie-

riger, dafür sind die Werte besser untereinander vergleichbar. In Tabelle 60 sind sowohl die 

standardisierten als auch die nicht-standardisierten β-Werte dargestellt. Erkennbar wird, dass 

nebst dem Vorwissen die kognitiven Fähigkeiten, das Arbeitsgedächtnis und an vierter Stelle 

das Alter (mit negativem Vorzeichen) den Lernzuwachs im zweiten Schuljahr erklären. Die 

anderen Prädiktoren tragen wenig zur Erklärung des Lernzuwachses bei. 

 

Tabelle 60: Nicht-standardisierte und standardisierte β-Werte für das Modell mit allen 10 Prädiktoren 

Prädiktor Bedeutung des Prädiktors 
Schätzung 

β-Wert 
Std.fehler p 

β-Wert 

standardisiert 

1 Interventionen Ja/Nein -0.063 0.139 .654 -.020 

2 Geschlecht 0.177 0.077 .022 .066 

3 Schulbuch 0.058 0.120 .632 .021 

4 Alter bei T2 -0.373 0.104 <.001 -.102 

5 Sprachverständnis (dichotom) 0.142 0.159 .372 .041 

6 
Ausdrucksfähigkeit (dicho-

tom) 
0.234 0.138 .090 .076 

7 Familiensprache (dichotom) 0.183 0.127 .151 .052 

8 Kognitive Fähigkeiten 0.041 0.009 <.001 .143 

9 Arbeitsgedächtnis 0.065 0.019 <.001 .113 

10 Vorwissen (PF im BM bei T2) 0.464 0.031 <.001 .503 
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Mehrebenen-Modell mit 3 Ebenen anstelle von 2 Ebenen 

In Kapitel 4.5.5 wurde erläutert, weshalb ein Modellansatz mit zwei Ebenen gewählt wurde. 

Würde man hingegen 3 Ebenen im Modell zulassen, so böten sich die Interventionsgruppen I, 

II, III, IV als «oberste» dritte Ebene an. In jeder dieser vier Gruppen befinden sich jeweils 11 

oder 12 Klassen. Die Gruppen unterscheiden sich durch die Förderungen, welche die Kinder 

im ersten Schuljahr erhalten haben. Dass dieser Ansatz keine Verbesserung des Modells dar-

stellt, kann auch den Werten in Tabelle 61 entnommen werden.  

 

Tabelle 61: Modellgüte-Masse bei Hinzunahme einer dritten Ebene 

Modell df AIC BIC logLik Deviance Chisq Chi df p(>Chisq) 

2 Ebenen 5 1'938.3 1'960.8 -964.1 1'928.3    

3 Ebenen 6 1'940.3 1'967.3 -964.1 1'928.3 0 1 1 

 

 

Die erklärten Varianzanteile bleiben mit R
2

m=41.1% und R
2

c=46.5% bei dem Modell mit drei 

Ebenen gegenüber demjenigen mit zwei Ebenen unverändert. 
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6.2 Längsschnittanalyse für das Operationsverständnis (gesamte Skala) 

Ergänzend zur Hauptanalyse mit dem BASIS-MATH-Erhebungsinstrument wird in diesem 

Kapitel der Lernzuwachs beschrieben, der mit dem neuen Erhebungsinstrument für das Ope-

rationsverständnis erfasst werden konnte. Bei der Wirkung der Interventionen ist anzumerken, 

dass in den Fördereinheiten (Interventionen) intensiv mit denselben Fragen an die Kinder 

(«Finde eine passende Rechnung. Welche Rechnung passt zum Bild? » usw.) gearbeitet wur-

de, die auch in den Erhebungsinstrumenten verwendet wurden. Ein Teil des Lernfortschritts 

der Kinder in den Interventionsklassen kann also sicherlich auch durch Gewöhnung der Kin-

der ans Itemformat und die im Erhebungsinstrument verwendete Art der Frage erklärt werden 

(siehe Diskussion in Kapitel 7.1). Auch in diesem Kapitel erfolgt eine Trennung zwischen 

Betrachtungen des gesamten Bestands (für die Betrachtungen zur Forschungsfrage FF1) und 

Teilbeständen (für die Betrachtungen zur Forschungsfrage FF2). 

 

6.2.1 Lernfortschritt aller Kinder (OV) 

Es wird mit demselben Mehrebenen-Modellansatz wie im vorangehenden Kapitel gearbeitet. 

Ausgewertet wird an dieser Stelle der Lernfortschritt der Kinder, gemessen an den Personen-

fähigkeiten, die sich aus den Erhebungsinstrumenten für das Multiplikationsverständnis (MV) 

zu den Zeitpunkten T3 und T4 ergeben. 

Tabelle 62: Übersicht Lern-Fortschritt im Multiplikationsverständnis (alle 669 Kinder) 

Gruppe 
Einsatz 

FE 2. SJ 

Anzahl 

Kinder 

Mittlerer Testscore 

MV T2 

Mittlerer  

Zuwachs MV 

Mittlerer  

Zuwachs PF 

I Ja 165 15.8 1.8 -0.06 

II Ja 173 16.3 2.1 -0.04 

III Nein 167 17.4 2.0 -0.09 

IV Ja 164 15.5 2.6 0.19 

alle 
 

669 16.2 2.1 0.00 

 

Das Vorwissen in Form der Personenfähigkeit zum Testzeitpunkt T3 zeigt sich auch hier als 

signifikanter Prädiktor (β1=0.627, p<.001). Die Anwendung der Interventionen zeigt keinen 

signifikanten Effekt (β2=-0.024, p=.876). 

Tabelle 63: Ergebnisse der Mehrebenenanalyse (Multiplikationsverständnis, Gesamtbestand) 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.627 0.027 662.5 23.25 <.001 .666 

Intervention -0.024 0.155 42.7 -0.158 .876 -.017 

Anmerkungen. Anzahl Kinder: 669. Anzahl Klassen: 46. 
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Die fixen Effekte (Vorwissen und Intervention) korrelieren mit einem Wert von .073. 

Die Ergebnisse zeigen, dass für den Gesamtbestand kaum Unterschiede beim Lernfortschritt 

zwischen den Kindern der verschiedenen Interventionsgruppen bestehen. 

Der ICC-Wert im Nullmodell für diese Auswertung beträgt 10.2%. Es werden also 89.8% der 

Varianz in den Kinderleistungen durch individuelle Effekte und lediglich 10.2% der Varianz 

durch die Zugehörigkeit zur jeweiligen Klasse erklärt. 

Durch die Modellausgestaltung inklusive Wahl der beiden Prädiktoren Vorwissen und Inter-

vention werden R
2

m=44.2% bzw. R
2

c=50.8% der Gesamtvarianz erklärt. 

 

6.2.2 Lernfortschritt von Kindern mit unterschiedlicher Rechenleistung (OV) 

Bei gleicher Einteilung der Kinder in die jeweiligen Quartile wie auch für die Analysen des 

Lern-Fortschritts beim BASIS-MATH wurde folgendes beobachtet: 

 

Unteres Quartil (Gesamtbestand) 

Tabelle 64: Übersicht Lern-Fortschritt im Multiplikationsverständnis (unteres Quartil des Gesamtbestands) 

Gruppe 
Einsatz 

FE 2. SJ 

Anzahl 

Kinder 

Mittlerer Testscore 

OV T3 

Mittlerer  

Zuwachs OV 

Mittlerer  

Zuwachs PF 

I Ja 53 10.9 1.5 -0.01 

II Ja 43 12.2 1.0 -0.16 

III Nein 28 11.8 1.3 -0.05 

IV Ja 39 10.7 2.3 0.21 

alle 
 

163 11.4 1.5 -0.01 

 

Das Vorwissen in Form der Personenfähigkeit zum Testzeitpunkt T3 zeigt sich als signifikan-

ter Prädiktor (β1=0.658, p<.001). Die Anwendung der Interventionen zeigt keinen signifikan-

ten Effekt (β2=0.090, p=.723). 

Tabelle 65: Ergebnisse (Multiplikationsverständnis, unteres Quartil des Gesamtbestands) 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.658 0.069 159.8 9.493 <.001 .611 

Intervention 0.090 0.253 53.1 0.356 .723 .069 

Anmerkungen. Anzahl Kinder: 163. Anzahl Klassen: 43. 

 

Die fixen Effekte (Vorwissen und Intervention) korrelieren mit einem Wert von .017. 
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Der beobachtete Lernzuwachs der Kinder zeigt sich unter Anwendung der Interventionen in 

diesem Teilbestand als (sehr leicht) höher als ohne die Anwendung der Interventionen. Das 

Ergebnis ist statistisch aber nicht signifikant und kann durchaus zufällig entstanden sein. Der 

Nachweis der statistischen Signifikanz wird − wie bereits in Kapitel 6.1.2 erläutert – durch die 

kleine Kontrollgruppe erschwert. Es erfolgen darum dieselben weiteren Rechnungen analog 

zu Kapitel 6.1.2. 

Durch die Modellausgestaltung inklusive Wahl der beiden Prädiktoren Vorwissen und Inter-

vention werden R
2

m=35.8% bzw. R
2

c=44.4% der Gesamtvarianz in diesem Modell erklärt. 

 

Unteres Quartil (pro Gruppe) 

Tabelle 66: Übersicht Lern-Fortschritt Multiplikationsverständnis (unteres Quartil jeder Int.gruppe) 

Gruppe 
Einsatz 

FE 2. SJ 

Anzahl 

Kinder 

Mittlerer Testscore 

OV T3 

Mittlerer 

Zuwachs OV 

Mittlerer 

Zuwachs PF 

I Ja 41 10.0 1.7 0.04 

II Ja 43 12.2 1.0 -0.16 

III Nein 42 12.6 1.8 0.01 

IV Ja 41 11.0 2.2 0.20 

alle 
 

167 11.5 1.7 0.02 

 

Das Vorwissen in Form der Personenfähigkeit zum Testzeitpunkt T3 zeigt sich als signifikan-

ter Prädiktor (β1=0.636, p<.001). Die Anwendung der Interventionen zeigt keinen signifikan-

ten Effekt (β2=-0.066, p=.782). 

Tabelle 67: Ergebnisse (Multiplikationsverständnis, unteres Quartil jeder Interventionsgruppe) 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.636 0.070 163.9 9.051 <.001 .585 

Intervention -0.066 0.238 39.8 -0.279 .782 -.049 

Anmerkungen. Anzahl Kinder: 167. Anzahl Klassen: 44. 

 

Die fixen Effekte (Vorwissen und Intervention) korrelieren mit einem Wert von .090. 

Der Lernzuwachs scheint in der Kontrollgruppe leicht höher gewesen zu sein als in der Inter-

ventionsgruppe. Das Ergebnis ist allerdings statistisch ebenfalls nicht signifikant. 

Durch die Modellausgestaltung inklusive Wahl der beiden Prädiktoren Vorwissen und Inter-

vention werden R
2

m=33.6% bzw. R
2

c=42.3% der Gesamtvarianz in diesem Modell erklärt. 

 

  



213 

Die «rechenstarken» Kinder «oberhalb» des unteren Quartils (Gesamtbestand) 

Tabelle 68: Übersicht Lern-Fortschritt im Multiplikationsverständnis (stärkere 75% des Gesamtbestands) 

Gruppe 
Einsatz 

FE 2. SJ 

Anzahl 

Kinder 

Mittlerer Testscore 

OV T3 

Mittlerer 

Zuwachs OV 

Mittlerer 

Zuwachs PF 

I Ja 112 18.1 2.0 -0.08 

II Ja 130 17.6 2.5 0.01 

III Nein 139 18.5 2.1 -0.10 

IV Ja 125 16.9 2.7 0.18 

alle 
 

506 17.8 2.3 0.00 

 

Das Vorwissen in Form der Personenfähigkeit zum Testzeitpunkt T3 zeigt sich als signifikan-

ter Prädiktor (β1=0.483, p<.001). Die Anwendung der Interventionen zeigt keinen signifikan-

ten Effekt (β2=-0.043, p=.768). 

 

Tabelle 69: Ergebnisse (Multiplikationsverständnis, stärkere 75% des Gesamtbestands) 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.483 0.032 501.5 14.861 <.001 .551 

Intervention -0.043 0.145 44.3 -0.296 .7685 -.036 

Anmerkungen. Anzahl Kinder: 506. Anzahl Klassen: 46. 

 

Die fixen Effekte (Vorwissen und Intervention) korrelieren mit einem Wert von .074. 

Die Ergebnisse deuten darauf hin, dass sich die Interventionen in diesem Teilbestand und bei 

der Verwendung dieses Erhebungsinstruments kaum auf den Lernfortschritt der Kinder aus-

gewirkt hatten. Das Ergebnis ist statistisch nicht signifikant. 

Durch die Modellausgestaltung inklusive Wahl der beiden Prädiktoren Vorwissen und Inter-

vention werden R
2

m=30.3% bzw. R
2

c=37.0% der Gesamtvarianz in diesem Modell erklärt. 
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Die «rechenstarken» Kinder «oberhalb» des unteren Quartils (pro Gruppe) 

Tabelle 70: Übersicht Lern-Fortschritt Multiplikationsverständnis (stärkere 75% jeder Int.gruppe) 

Gruppe 
Einsatz 

FE 2. SJ 

Anzahl 

Kinder 

Mittlerer Testscore 

OV T3 

Mittlerer  

Zuwachs OV 

Mittlerer  

Zuwachs PF 

I Ja 124 17.7 1.9 -0.09 

II Ja 130 17.6 2.5 0.01 

III Nein 125 19.0 2.1 -0.13 

IV Ja 123 17.0 2.7 0.19 

alle 
 

502 17.8 2.3 -0.01 

 

Das Vorwissen in Form der Personenfähigkeit zum Testzeitpunkt T3 zeigt sich als signifikan-

ter Prädiktor (β1=0.492, p<.001). Die Anwendung der Interventionen zeigt keinen signifikan-

ten Effekt (β2=-0.111, p=.477). 

Tabelle 71: Ergebnisse (Multiplikationsverständnis, stärkere 75% jeder Interventionsgruppe) 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.492 0.032 494.8 15.207 <.001 .561 

Intervention -0.110 0.154 45.8 -0.718 .477 -.094 

Anmerkungen. Anzahl Kinder: 502. Anzahl Klassen: 46. 

 

Die fixen Effekte (Vorwissen und Intervention) korrelieren mit einem Wert von .105. 

Auch hier sind die Schätzwerte, welche den Einfluss der Interventionen messen, negativ und 

so nahe bei 0, dass Zufallseffekte nicht ausgeschlossen werden können. Das Ergebnis ist sta-

tistisch nicht signifikant. 

Durch die Modellausgestaltung inklusive Wahl der beiden Prädiktoren Vorwissen und Inter-

vention werden R
2

m=31.9% bzw. R
2

c=39.8% der Gesamtvarianz in diesem Modell erklärt. 
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Fazit 

Eine Unterschiedlichkeit zwischen der Interventions- und der Kontrollgruppe konnte bei den 

Erhebungen für das Operationsverständnis nicht beobachtet werden. Dies überrascht insofern, 

als sich die Förderung des Operationsverständnisses eigentlich eher bei der Erhebung des 

Operationsverständnisses als bei denjenigen mit dem BASIS-MATH-Instrument zeigen sollte. 

Auch der beim BASIS-MATH beobachtete Unterschied zwischen den Stärkeklassen konnte 

mit diesem Instrument nicht nachgewiesen werden. Die p-Werte sämtlicher Aufteilungen in 

Stärkeklassen sind hoch und lassen die gemachten Beobachtungen unter der Nullhypothese 

«es gibt keinen Unterschied zwischen der Kontroll- und den Interventionsgruppen» als plau-

sibel erscheinen.  

Auch eine Trennung der «schwächeren» 20% anstelle von 25% ändert nichts an dieser Situa-

tion. Ebenso lassen die verschiedenen Aufteilungen in eine «schwächere» und eine «stärkere» 

Hälfte der 669 Kinder keine signifikante Wirkung der Interventionen (gemessen mit diesem 

Erhebungsinstrument) nachweisen. Wie auch bei den oben aufgeführten Ergebnissen bleiben 

die β2-Werte bei den zwei Aufteilungen in eine «schwächere» und eine «stärkere» Hälfte sehr 

tief und die entsprechenden p-Werte hoch. Auf die Angabe der gesamten Tabellen wird an 

dieser Stelle der Übersicht halber verzichtet. Eine Kurzübersicht kann Tabelle 72 entnommen 

werden. 

Tabelle 72: Ergebnisübersicht Multiplikationsverständnis bei Einteilung in zwei „Hälften“ 

Aufteilung in  

zwei Hälften 

(Split bei Testscore) 

Stärkegruppe 
Anzahl  

Kinder 

β2-Wert  

(Einfluss der  

Intervention) 

p-Wert 
β2-Wert  

standardisiert 

≤ 21 «Schwächere Hälfte» 317 -0.011 .950 -.009 

> 21 «Stärkere Hälfte» 352 -0.035 .824 -.031 

≤ 22 «Schwächere Hälfte» 357 -0.008 .966 -.006 

> 22 «Stärkere Hälfte» 312 -0.107 .496 -.097 
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6.3 Längsschnittanalyse für das Operationsverständnis (Brückenitems) 

Unter den Items des Vor- und des Nachtests gab es 12 Items, welche unverändert übernom-

men wurden. Diese 12 Brückenitems erlauben eine weitere Längsschnittmessung mit einer 

auf diese Items reduzierten Skala. Auch ermöglichen es die Brückenitems, DIF über die Zeit 

zu orten. Diese DIF-Analyse erfolgt in Kapitel 6.3.1, worauf die Ergebnisse der Längs-

schnittanalyse anhand aller Kinder im folgenden Kapitel 6.3.2 wiedergegeben werden.  

Natürlicherweise sind die Ergebnisse mit denjenigen aus Kapitel 6.2 verwandt, da es sich bei 

den 12 Brückenitems um eine Auswahl aus den Items des dort verwendeten Erhebungsin-

struments handelt. Die Brückenitems bilden rund die Hälfte des gesamten Erhebungsinstru-

ments (12 von 24 verwendeten Item im Vortest, 12 von 26 verwendeten Items im Nachtest). 

Deren Bearbeitung korreliert in sehr hohem Masse mit der Bearbeitung des gesamten Tests. 

Die Personenfähigkeiten im Rasch-Modell korrelieren mit .95 für den Vortest und .87 für den 

Nachtest zwischen dem gesamten Erhebungsinstrument und der auf die Brückenitems redu-

zierten Version des Erhebungsinstruments. 

Auf die Betrachtung von Teilbeständen für die Brückenitems wird verzichtet. Die Begrün-

dung dafür erfolgt in Kapitel 6.3.2. 

 

6.3.1 DIF-Analyse der 12 Brückenitems im Längsschnitt 

Die DIF-Analyse im Längsschnitt erlaubt es, zu untersuchen, ob eines oder mehrere der 12 

Brückenitems eine andere zeitliche Entwicklung aufweist als die anderen. Wie schon bei DIF 

nach anderen Kriterien (z.B. Geschlecht oder Sprachverständnis) ist DIF alleine kein Aus-

schlusskriterium für eines der Items aus der Skala. DIF kann aber als Anregung dazu dienen, 

zu überlegen, weshalb ein Item in der zeitlichen Entwicklung ein anderes Verhalten zeigt als 

die anderen. 

Die Ortung von DIF über die Zeit erfolgt mit denselben Verfahren, die in Kapitel 4.5.3 erläu-

tert und in den Kapiteln 5.4.2 und 5.5.2 auf die Bestände des Vor- und Nachtests angewandt 

wurden.  

Der Bestand, der an dieser Stelle verwendet wird, ist derjenige der 680 Kinder aus 46 Klas-

sen, welcher auch für alle anderen Längsschnittanalysen herangezogen wird. Die Ergebnisse 

der DIF-Analysen sind wie folgt: 

 

Andersen Likelihood-Ratio-Test 

Der Andersen Likelihood-Ratio-Test verwirft die Nullhypothese, dass die Gesamtheit der 12 

Items sich über die Zeit gleich entwickelt (LR-Wert = 43.25, df=21, p<.001). 
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Wald-Test 

Der Wald-Test ortet DIF über die Zeit bei einigen Items. Auf dem 5%-Niveau signifikant 

wird das DIF bei den Items Stifte» (p<.001), «Auto a: Frage nach der Zahl» (p=.019), «Bü-

cher a: Frage nach der Zahl» (p=.020) und «Tische b: Frage nach der Rechnung» (p=.007). 

 

Graphische Überprüfung des Item-Fits 

Dieselben vier Items wie beim Wald-Test werden auch bei einer graphischen Überprüfung 

des DIF auffällig. 

 

Mantel-Haenszel Verfahren 

Mit diesem Verfahren wird DIF geortet bei den Items «Stifte», «Bücher a», «Korb a», «Auto 

a» und «Tische b». Die ersten drei erhalten für den Effekt die Bewertung B, die anderen bei-

den die Bewertung A. 

 

Weitere Verfahren 

Vergleich der Verfahren «T.I.D», «MH», «Std.» und «SIBTEST» mit dem R-Package difR: 

Die Items mit DIF bei zwei Verfahren sind «Stifte», «Bücher a», «Korb a» und «Tische b». 

 

Kurze Diskussion 

Die DIF-Analyse sollte nicht zu weiterem Ausschluss von Items verwendet werden. Es er-

scheint vielmehr plausibel, dass die Items «Stifte» und «Auto» als die einzigen beiden Items, 

welche die Subtraktion bedienen, beim Fortschritt auffällig werden. Diese beiden Items pas-

sen zu Grundoperationen, welche bereits erlernt und im 2. Schuljahr nur noch gefestigt wer-

den, während alle anderen Items zur neu erlernten Grundoperation der Multiplikation gehören 

und deshalb im 2. Schuljahr einen anderen (vermutlich höheren) Lernfortschritt mit sich brin-

gen. 

Bei Item «Tische» kann das DIF durch die strenge Codierung für dieses Item erklärt werden. 

Im Gegensatz zu anderen Items muss dieses Item mit einer Antwort bearbeitet werden, die zur 

Struktur des Bilds passt. Es ist anzunehmen, dass die Kinder in dieser Hinsicht im 2. Schul-

jahr dazu gelernt haben und dieses Item deshalb besser bearbeitet wird. «Bücher» hingegen ist 

auch am Ende des 2. Schuljahrs ein kniffliges Item, das hohe Aufmerksamkeit verlangt und 

häufig (falsch) mit 8 = 4 + 4 bearbeitet wurde. An diesem Stolperstein hat sich auch im Laufe 

des 2. Schuljahrs wenig geändert. 

Die 12 Items werden für die Erfassung des Lernfortschritts für den Gesamtbestand der Kinder 

im folgenden Kapitel beibehalten. 
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6.3.2 Lernfortschritt aller Kinder (Brückenitems) 

Auf die Unterscheidung von Kindern in unterschiedlichen Stärkeklassen wird an dieser Stelle 

verzichtet. Grund dafür ist die Tatsache, dass die Brückenitems sich im Nachtest – wie in Ka-

pitel 5.1.2 bereits berichtet − als verhältnismässig leicht herausstellten. 

Sehr viele Kinder erreichten unter den 12 Brückenitems im Nachtest bei T4 hohe Testscores. 

Insgesamt 176 von 669 Kinder erreichten im Nachtest den höchsten möglichen Testscore von 

12, weitere 110 Kinder einen solchen von 11 und 107 Kinder einen solchen von 10 (siehe 

Abbildung 33). Die Brückenitems waren vom Schwierigkeitsgrad her im Vortest angemessen, 

erwiesen sich dann im Nachtest aber als zu leicht. Vermutlich kamen bei diesen Items zusätz-

lich auch Erinnerungseffekte an den Vortest, der 9 Monate vorher abgelegt wurde, zum Tra-

gen. 

Diese Situation akzentuiert sich zusätzlich, wenn man nur die «stärkeren» Kinder betrachtet. 

Aus diesem Grund wird an dieser Stelle auf weitere Analysen mit Teilbeständen der 669 Kin-

der verzichtet. Die Brückenitems sind als Teil des gesamten Erhebungsinstruments in die Er-

gebnisse in Kapitel 6.2 eingeflossen. Eine detailliertere Analyse mit ausschliesslich Brückeni-

tems erscheint angesichts dieses Deckeneffekts aber für Teilbestände nicht als sinnvoll, da 

dieser Teil des Testinstruments nicht optimal differenziert. Der Vollständigkeit halber werden 

die Ergebnisse der Analysen für den Gesamtbestand der 669 Kinder im Folgenden aber darge-

stellt. Auch diese Ergebnisse sind aufgrund des Deckeneffekts mit etwas Vorsicht zu betrach-

ten. 

 

Lernfortschritt für den Gesamtbestand 

Es wird derselbe Mehrebenen-Modellansatz wie in den vorherigen Kapiteln gewählt.   

Tabelle 73: Übersicht Lern-Fortschritt bei den Brückenitems im Operationsverständnis (Gesamtbestand) 

Gruppe 
Einsatz 

FE 2. SJ 

Anzahl 

Kinder 

Mittlerer Testscore 

OV BI T3 

Mittlerer  

Zuwachs OV BI 

Mittlerer  

Zuwachs PF 

I Ja 165 6.5 2.4 -0.11 

II Ja 173 6.8 2.6 -0.03 

III Nein 167 7.6 2.5 -0.04 

IV Ja 164 6.3 2.9 0.19 

alle 
 

669 6.8 2.6 0.00 

 

Das Vorwissen in Form der Personenfähigkeit zum Testzeitpunkt T3 zeigt sich als signifikan-

ter Prädiktor (β1=0.553, p<.001). Die Anwendung der Interventionen zeigt keinen signifikan-

ten Effekt (β2=-0.189, p=.175). 
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Tabelle 74: Ergebnisse (Multiplikationsverständnis, nur Brückenitems, Gesamtbestand) 

Fixe Effekte Schätzung Std.fehler df t-Wert p 
β 

standardisiert 

Vorwissen 0.553 0.028 666.0 19.770 <.001 .608 

Intervention -0.189 0.137 39.4 -1.382 .175 -.132 

Anmerkungen. Anzahl Kinder: 669. Anzahl Klassen: 46. 

 

Die fixen Effekte (Vorwissen und Intervention) korrelieren mit einem Wert von .108. 

Die Ergebnisse zeigen, dass für den Gesamtbestand kaum Unterschiede bestehen beim Lern-

fortschritt der Kinder. Das schwache und nicht signifikante Ergebnis deutet darauf hin, dass 

die Kinder in der Kontrollgruppe mehr dazu gelernt haben als jene in den Interventionsgrup-

pen, ohne dass jedoch der Zufall als erklärender Effekt ausgeschlossen werden kann. 

Durch die Modellausgestaltung inklusive Wahl der beiden Prädiktoren Vorwissen und Inter-

vention werden R
2

m=38.3% bzw. R
2

c=41.8% der Gesamtvarianz erklärt. 

Der ICC-Wert für das Nullmodell gemessen mit den 12 Brückenitems beträgt 8.7%. 
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7 Diskussion und Ausblick 

Kapitel 7.1 beinhaltet die Diskussion der Ergebnisse, welche in den Kapiteln 5 und 6 berichtet 

wurden. In Kapitel 7.2 folgt ein Ausblick auf allfällige weitere Forschungsarbeiten. 

 

7.1 Diskussion 

Diskutiert werden in Kapitel 7.1.1 zuerst die Ergebnisse der Analyse des neuen Erhebungsin-

struments, sodann in Kapitel 7.1.2 die Resultate der Längsschnittanalyse. Das abschliessende 

Kapitel 7.1.3 umfasst einige weitere Beobachtungen, die im Laufe dieser Arbeit gemacht 

wurden und erwähnenswert erscheinen. 

 

7.1.1 Erhebungsinstrument für das Multiplikationsverständnis 

Im Rahmen dieser Arbeit wurde für den Einsatz im Forschungsprojekt ein neues Erhebungs-

instrument für das Multiplikationsverständnis entwickelt. Die Entwicklungsarbeiten und die 

Diskussion der Testgütekriterien für dieses Instrument sind in Kapitel 4.4 dieser Arbeit er-

folgt. Dasselbe Kapitel umfasst auch Bemerkungen zu den Einschränkungen, die hinsichtlich 

des Geltungsbereichs des neuen Erhebungsinstruments gemacht werden müssen (siehe Kapi-

tel 4.4.4). 

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass mit dem neuen Erhebungsinstrument ein valides 

Testinstrument vorliegt, mit dem das Multiplikationsverständnis auch für eine grosse Anzahl 

von Kindern in zufriedenstellender Art und Weise erfasst werden kann. Es kann somit als 

Vorlage für die Weiter- oder Neuentwicklung ähnlicher Instrumente herangezogen werden. 

Die Erfahrungen, die bei der Entwicklung des Instruments gemacht wurden, sind in Kapitel 

4.4 ausführlich beschrieben. Auch auf einige denkbare Stolpersteine wird dort ausdrücklich 

hingewiesen. 

Zufriedenstellend sind insbesondere der Item-Schwierigkeitsgrad im Vortest sowie (mit Aus-

nahme der Brückenitems) auch derjenige im Nachtest. Ebenfalls zufriedenstellend sind die 

weiteren Kennzahlen wie z.B. die verschiedenen Reliabilitätsmasse, die Item-Trennschärfen 

oder auch die Passung der einzelnen beibehaltenen Items ins Rasch-Modell. Das Ausmass an 

DIF der einzelnen Items war derart, dass die meisten Items für die Auswertungen beibehalten 

werden konnten. 

Das nun vorliegende Erhebungsinstrument war allerdings in mancherlei Hinsicht sehr spezi-

fisch auf die Anforderungen im beschriebenen Forschungsprojekt zugeschnitten. Die Erhe-

bung des Multiplikationsverständnisses vor Einführung der Malrechnung in den getesteten 

Klassen war beispielsweise eine der grösseren Herausforderungen bei der Entwicklung dieses 

Instruments. Dessen Wiederverwendung unter anderen Bedingungen wäre deshalb mit 

Schwierigkeiten bzw. Gefahren verbunden und sollte vorsichtig und gegebenenfalls unter 

Anpassung einzelner Items erfolgen.  
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Bedauerlicherweise stellte sich das Instrument in der Längsschnittanalyse als nicht sehr sensi-

tiv bezüglich Unterschiedlichkeit der verschiedenen Interventionsgruppen heraus. Diese 

Schwäche des Instruments wäre bei einer allfälligen Replikation ebenfalls im Auge zu behal-

ten. 

Eine interessante Erkenntnis aus den Analysen mit dem neuen Erhebungsinstrument ist aber 

die Beobachtung, dass sich verschiedene theoretische Aspekte zum Operationsverständnis 

auch rein quantitativ zu zeigen scheinen. Zum einen scheinen die Ergebnisse der Erhebungen 

bei einer Faktoranalyse nach der Grundrechenart in einzelne Faktoren zu zerfallen. Zum ande-

ren kann man die Ergebnisse der Faktoranalyse auch so interpretieren, dass sie die unter-

schiedliche Bearbeitung der Kinder bei verschiedenen inhaltlichen Grundvorstellungen bele-

gen. Auch laden die Items, bei denen Punktefelder mit Malrechnungen in Zusammenhang 

gebracht werden mussten, auf einen anderen Faktor als die übrigen. Dies könnte als leichte 

quantitative Evidenz für das theoretische Konstrukt der Strukturierungsfähigkeit und dessen 

Rolle bei der Beschreibung von Operationsverständnis betrachtet werden. Um diese Vermu-

tungen mit Sicherheit zu belegen, wäre aber eine weitere Arbeit mit ähnlichen Instrumenten 

notwendig. Eine Querschnittanalyse würde hierfür genügen; mehrere Messzeitpunkte wären 

dazu nicht erforderlich. Notwendig wären aber weitere Items zu unterschiedlichen inhaltli-

chen Grundvorstellungen bzw. weitere Items mit Punktefeldern und dem Ziel, die Strukturie-

rungsfähigkeiten der Kinder zu erfassen. Möchte man belegen, dass die beobachteten Effekte 

tatsächlich mit dem theoretischen Konzept der Grundvorstellungen bzw. dem Konstrukt 

Strukturierungsfähigkeit zusammenhängen, so wäre eine breiter abgestützte Beobachtung 

erforderlich. Die beiden Items zur zeitlich-sukzessiven Grundvorstellung (zur Ausgangssitua-

tion «Korb») müssten durch weitere Items zur selben Grundvorstellung ergänzt werden. Ähn-

liches kann über die Items zu den Punktefeldern gesagt werden. Es sollten weitere solche 

Items ins Erhebungsinstrument aufgenommen werden. Auch sollte deren Itemformat demje-

nigen der anderen Items entsprechen, um auszuschliessen, dass das Itemformat für die anders 

gelagerten Faktorladungen ausschlaggebend ist. 

 

7.1.2 Längsschnittanalysen 

In dieser Arbeit wurde der Lernzuwachs durch den Einsatz von Fördereinheiten für das Ope-

rationsverständnis untersucht. Die Ergebnisse dieser Analyse wurden in Kapitel 6 präsentiert. 

Die Längsschnittanalyse wurde hauptsächlich mit dem standardisierten Testinstrument BA-

SIS-MATH vorgenommen, da vor allem der Zuwachs bei den allgemeinen Rechenleistungen 

von Interesse war. Ergänzend wurde der Lernzuwachs auch mit dem neuen Erhebungsinstru-

ment für das Multiplikationsverständnis erhoben. 

 

Effekte bei den allgemeinen Rechenleistungen 

Es zeigten sich bei den allgemeinen Rechenleistungen im Durchschnitt über die ganze Klasse 

keine Effekte bzw. keine Unterschiedlichkeit zwischen den verschiedenen Interventionsgrup-

pen einerseits und der Kontrollgruppe andererseits. Hingegen gab es Unterschiede bei der 



222 

Leistungsentwicklung bei Trennung der Kinder in eine «schwache» bzw. eine «starke» Grup-

pe. Der Einsatz der Fördereinheiten hat sich für die rechenschwachen Kinder vorteilhaft aus-

gewirkt. Die rechenstarken Kinder haben jedoch vom «normalen» Unterricht in der Kontroll-

gruppe mehr profitiert als vom Unterricht mit den Fördereinheiten in den Interventionsgrup-

pen. Die meisten dieser Effekte sind nicht sehr stark ausgeprägt. In dieser Arbeit ist es nur an 

einzelnen Stellen gelungen, die Signifikanz dieser Effekte auf dem 5%-Niveau nachzuweisen. 

Statistisch signifikant belegt wurde lediglich die Beobachtung, dass die stärkere Hälfte der 

Kinder in der Kontrollgruppe den höheren Lernzuwachs hatte als in den Interventionsgrup-

pen. Aussagen zu den stärkeren Teilen der Klasse unterliegen aber immer der Randbemer-

kung, dass das eingesetzte Instrument BASIS-MATH vor allem auf die schwächeren Kinder 

ausgerichtet ist und daher besonders bei diesen Kindern optimal differenziert.  

 

Covid-19-Situation 

Zudem müssen noch einmal in der Diskussion der Ergebnisse an dieser Stelle die sehr speziel-

len Umstände des Schuljahrs 2019/20 aufgrund der Schulschliessungen zwischen März und 

Mai 2020 erwähnt werden. Dieses Schuljahr war das Beobachtungsjahr, welches den meisten 

Analysen dieser Arbeit zugrunde lag. Es ist offensichtlich, dass in diesem Zeitraum durch die 

Covid-19-Situation verschiedene Effekte auf den Schulbetrieb und auch auf den Lernzuwachs 

der Kinder eingewirkt haben. Einige dieser Effekte haben möglicherweise sogar eine stärkere 

Auswirkung als die eingesetzten 16 Fördereinheiten. Erwähnt seien an dieser Stelle noch ein-

mal die in der Einleitung angeschnittene unterschiedliche Qualität des Unterrichts zu Hause, 

die unterschiedliche Ausgestaltung des Fernunterrichts und die kantonalen Unterschiede nach 

Wiederöffnung der Schulen am 11. Mai 2020. Im Weiteren haben die Schulschliessungen 

dazu geführt, dass die Fördereinheiten nicht in allen Klassen vollständig bearbeitet werden 

konnten. Auch der Lernfortschritt der rechenschwächeren Kinder, der in dieser Arbeit beson-

dere Aufmerksamkeit erhalten hat, ist von den Schulschliessungen betroffen. Es wird davon 

ausgegangen, dass sich die zwei Monate ohne Unterricht für die schwächeren Kinder in be-

sonders starkem Ausmass negativ ausgewirkt haben. Auch dieser Einfluss schlägt sich in den 

Messungen der vorliegenden Arbeit nieder. Der in dieser Arbeit gemessene Lernzuwachs un-

terliegt daher immer dem Vorbehalt, dass das Schuljahr 2019/20 ein sehr aussergewöhnliches 

war. Allerdings muss auch angemerkt werden, dass die verschiedenen Klassen alle gleicher-

massen von der Schulschliessung betroffen waren und dass die Schulschliessungen in allen 

Kantonen der Schweiz gleich lange gedauert haben (nämlich acht Wochen abzüglich zwei 

Wochen Frühlingsferien). 

Trotz der Covid-19-Situation ist es im Frühjahr 2020 gelungen, eine ausreichende Anzahl 

Klassen für die Schlusserhebungen zu gewinnen und einige Effekte zu orten, auch wenn diese 

mehrheitlich nicht auf einem signifikanten Niveau nachgewiesen werden konnten. In wel-

chem Ausmass diese Effekte durch die Covid-19-Situation beeinflusst wurden, lässt sich an 

dieser Stelle nicht beantworten. 
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Weitere Einflussfaktoren 

Nebst der Covid-19-Situation gibt es weitere Einflussfaktoren, die sich in den Werten dieser 

Arbeit niederschlagen. Die Lehrpersonen waren eine sicherlich sehr motivierte, belastbare 

und an fachdidaktischen Fragen interessierte Gruppe. Diese Tatsache lässt − zusammen mit 

dem Einblick in die einzelnen Protokolle − vermuten, dass die Umsetzungstreue der För-

dereinheiten sehr hoch war. Vermutlich tragen auch die Auswahl der Lehrpersonen und die 

Qualität ihres Unterrichts positiv zum Lerneffekt der Kinder bei. Viele Lehrpersonen haben 

angegeben, sie seien kooperative Arbeitsformen gewohnt. Es ist anzunehmen, dass auch ver-

schiedene Klassen der Kontrollgruppe im Schuljahr 2019/20 in kooperativen Settings gearbei-

tet haben, was die beobachteten Unterschiede zwischen Interventions- und Kontrollgruppen 

vermindert haben könnte. 

Möglich ist es aber auch, dass die Einführungsveranstaltungen zu den Fördereinheiten dazu 

geführt haben, dass die Lehrpersonen der Interventionsgruppe sich intensiver mit dem The-

menkreis Operationsverständnis befasst haben als jene der Kontrollgruppe, welche nicht auf 

dieselbe Art und Weise mit der Thematik konfrontiert wurden. Somit kann nicht ausgeschlos-

sen werden, dass Fachwissen und fachdidaktisches Wissen der Lehrpersonen «auf Umwegen» 

in die Studienergebnisse mit eingeflossen sind und einen Teil der Effekte in den Interventi-

onsgruppen erklären. 

 

Effekte beim Multiplikationsverständnis 

Im Gegensatz zur Messung mit dem standardisierten Messinstrument BASIS-MATH für die 

allgemeinen Rechenleistungen war es nicht möglich, mit dem Erhebungsinstrument für das 

Multiplikationsverständnis signifikante Unterschiede zwischen der Interventions- und der 

Kontrollgruppe zu orten. Beobachtet wurden durchgehend sehr tiefe Werte für β und hohe für 

p, was die Nullhypothese «keine Wirkung der Interventionen» (bei Messung mit diesem In-

strument) plausibel erscheinen lässt.  

Diese Beobachtungen sind insofern erstaunlich, als dass das Erhebungsinstrument (bis auf die 

Unterschiedlichkeit bei den Übersetzungsrichtungen) genau diejenigen Fähigkeiten erfasst, 

die im Laufe des Schuljahrs in den Interventionsklassen eingeübt wurden. 

Das Messinstrument für das Multiplikationsverständnis scheint für diese Art der Gruppenver-

gleiche zu wenig sensitiv zu sein. Diese Schwäche des Erhebungsinstruments müsste bei einer 

allfälligen weiteren Verwendung oder Weiterentwicklung beachtet werden. 

 

Vergleich und Besprechung der Effekte bei BASIS-MATH bzw. Multiplikationsverständnis 

Eine vertiefte Analyse des Lernfortschritts bei BASIS-MATH zeigt auf, dass dieses Instru-

ment die Differenzen zwischen den Interventionsklassen bei verschiedenen Themen der 

Grundschulmathematik – und insbesondere nicht nur beim Operationsverständnis und den 

Grundvorstellungen – ortet. BASIS-MATH diagnostiziert unterschiedliche Lernfortschritte 

auch bei den Themen «Dezimales Stellenwertsystem», «Zahl zerlegen» (d.h. bei Rechenauf-
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gaben des Typs «70 = 15 + ?»), «Zählen in Schritten» und «Sachrechnen». Nebst der zu ge-

ringen Sensitivität des Erhebungsinstruments für das Multiplikationsverständnis kann also 

davon ausgegangen werden, dass die Förderung auch bei Themenbereichen gewirkt hat, wel-

che nicht explizit gefördert worden waren. Mit dem Instrument BASIS-MATH werden solche 

Themen erfasst, mit dem Instrument für das Multiplikationsverständnis hingegen nicht. 

Das Erhebungsinstrument für das Multiplikationsverständnis war aus den dargelegten Grün-

den auf eine Übersetzungsrichtung («zum Term hin») beim Darstellungswechsel einge-

schränkt. Möglicherweise erklärt auch diese Einschränkung die geringe Sensitivität des Erhe-

bungsinstruments. Denkbar wäre, dass vor allem diejenige Übersetzungsrichtung, welche nur 

in den Fördereinheiten, nicht aber im Erhebungsinstrument für das Multiplikationsverständnis 

vorkam («vom Term weg», mit Aufforderungen an die Kinder in der Art von «Erzähle eine 

Geschichte, die zur Rechnung 4 · 5 passt.»), den Kindern hilfreiche denkerische Anstösse 

gegeben hat. Diese könnten zum Verständnis der Kinder und letztlich auch zu ihren allgemei-

nen Rechenfähigkeiten (nachgewiesen mit BASIS-MATH) beigetragen haben, ohne dass sie 

vom Erhebungsinstrument für das Multiplikationsverständnis erfasst werden. 

Eine weitere Möglichkeit, die geringen Effekte der Interventionen zu erklären, wäre die Be-

rücksichtigung der Fähigkeiten der Lehrpersonen. Es ist davon auszugehen, dass mehrheitlich 

überdurchschnittlich motivierte, belastbare und an fachdidaktischen Fragen interessierte 

Lehrpersonen am Projekt teilgenommen haben. Man kann annehmen, dass diese den Kindern 

bereits im Normalunterricht guten Unterricht bieten, der sich durch Interventionen nicht leicht 

verbessern lässt. Es kann also sein, dass die Kontrollgruppe, in welcher die Lehrpersonen im 

zweiten Schuljahr so unterrichten konnten, wie sie es gewohnt sind, eine besonders starke 

Vergleichsgruppe darstellte. In den Interventionsgruppen mussten die Lehrpersonen bei der 

Verwendung der Fördereinheiten einem Skript folgen, das sie zuerst ausführlich studieren 

mussten und welches auch eine ungewohnte Umstellung ihres Unterrichts zur Folge hatte. Die 

Rückmeldungen zu den Fördereinheiten waren zwar durchwegs positiv und die Umsetzung 

scheint den Lehrpersonen gelungen zu sein. Trotzdem kann es sein, dass der «normale» Un-

terricht in den Klassen der Kontrollgruppen effizienter und vor allem für die stärkeren Kinder 

optimaler ablief als derjenige mit den Fördereinheiten. Einzelne Rückmeldungen von Lehr-

personen zu den Fördereinheiten gingen auch in die Richtung, dass sie den Schwierigkeits-

grad des Materials für starke Kinder als zu tief einschätzten. 

Denkbar wäre auch, dass sich vor allem das kooperative Setting positiv auf den Lernfort-

schritt der schwachen Kinder auswirkt. In der vorliegenden Studie wurde unter Einsatz dieses 

Unterrichts-Settings mit den Kindern verhältnismässig lange und behutsam an einem zentra-

len Thema der Grundschulmathematik gearbeitet. Schwache Kinder konnten von diesem Set-

ting profitieren und ihr Fortschritt zeigt sich nun in verschiedenen Themenfeldern der Ma-

thematik. Gefördert wurde also ein Grundverständnis, das sich positiv auswirkt, auch wenn es 

sich im Erhebungsinstrument für das Multiplikationsverständnis nicht direkt nachweisen lässt. 

Das Setting war also für die schwachen Kinder hilfreich, für die stärkeren (denen in diesem 

Setting eine Art Tutorenrolle zukam) hingegen weniger.  

Die für diese Arbeit formulierten Forschungsfragen aus Kapitel 4.2.1 können also beide mit 

«Ja» beantwortet werden. Durch gezielte Interventionen zur Förderung des Operationsver-
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ständnisses kann der Lernzuwachs bezüglich der Rechenleistung in Mathematik beeinflusst 

werden. Im Hinblick auf die Wirkung der Interventionen gibt es tatsächlich Unterschiede zwi-

schen den Kindern mit schwacher und jenen mit starker Rechenleistung. Der Unterricht mit 

den vorliegenden Fördereinheiten hat den Lernzuwachs der schwachen Kinder begünstigt. Die 

starken Kinder haben jedoch beim «gewöhnlichen» Unterricht in den Klassen der Kontroll-

gruppe grössere Fortschritte gemacht als beim Unterricht mit den Fördereinheiten.  

Bemerkenswert ist auch, dass diese Unterschiede messbar wurden, obwohl das Schuljahr 

2019/20 aufgrund der Covid-19-Situation ein sehr aussergewöhnliches darstellte. 

 

Vorschlag zur Optimierung des Forschungsdesigns 

Für die vorliegende Arbeit etwas bedauerlich ist die Tatsache, dass im zweiten Beobachtungs-

jahr des Forschungsprojekts bei insgesamt drei Interventionsgruppen lediglich eine Kontroll-

gruppe zur Verfügung stand (siehe Abbildung 14). Ein Design mit je zwei Interventions- und 

auch zwei Kontrollgruppen wäre für diese Arbeit vorteilhaft gewesen. Das vorliegende De-

sign stellte eine Konzession an das Gesamtprojekt dar. Es musste beachtet werden, dass alle 

Lehrpersonen mindestens in einem der beiden Schuljahre eine mathematische Intervention 

durchführen konnten. Gleichzeitig durfte die Arbeitslast für die einzelnen Lehrpersonen nicht 

zu hoch werden. Ebenfalls beachtet werden mussten die ursprünglichen Ankündigungen und 

Versprechen an die Lehrpersonen durch das Projektteam, welche strikt eingehalten wurden. 

Mit diesen Massnahmen wurde im Projektteam versucht, dafür zu sorgen, dass die Lehrperso-

nen zufrieden bleiben und nicht aus dem Projekt aussteigen. Für die vorliegende Arbeit erga-

ben sich durch dieses Design einige Nachteile. Einerseits wurde durch die geringe Grösse der 

Kontrollgruppe (die sich durch die Covid-19-Situation noch weiter akzentuierte) das Errei-

chen signifikanter Messergebnisse erschwert. Zudem stand als Kontrollgruppe lediglich die-

jenige Gruppe zur Verfügung, die im ersten Schuljahr die bestmögliche Förderung erhalten 

hatte. Dies war etwas bedauerlich, auch wenn die gewählten Auswertungsmethoden diesen 

Effekt angemessen berücksichtigen. Zusätzlich war der Aufwand für die Betreuung von drei 

Interventionsgruppen grösser als derjenige für zwei Interventionsgruppen. Für ein zuklünfti-

ges Forschungsprojekt könnte an dieser Stelle also noch eine Optimierung erreicht werden. 
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7.1.3 Weitere Beobachtungen 

Im Laufe der Auswertungen wurden zusätzliche Beobachtungen gemacht, die nicht direkt mit 

den Forschungsfragen dieser Arbeit in Zusammenhang standen. Über manche wurde in den 

Kapiteln 5 und 6 berichtet. Einige davon sollen hier in aller Kürze noch einmal erwähnt wer-

den. 

 

Lehrmittel 

Ein viel diskutiertes Thema in der Schweiz ist das Lehrmittel, welches im Unterricht einge-

setzt wird. Die Beobachtungen in dieser Arbeit deuten darauf hin, dass es weder beim Wis-

sensstand (siehe Kapitel 5.6.3) noch beim Lernfortschritt (siehe Kapitel 6.1.3) zwischen den 

Klassen Unterschiede gibt, die durch das Lehrmittel erklärt werden könnten. 

 

Varianzanteile der Klassenzuteilung 

In Kapitel 5.6.2 wurden die ICC-Werte des Nullmodells bei verschiedenen abhängigen Vari-

ablen berichtet. Etwas überraschend ist die Beobachtung, dass die durch die Klassenzuteilung 

erklärten Varianzanteile bei den allgemeinen Rechenleistungen zwischen T1 und T2 gesunken 

sind. Zu erwarten wäre, dass der Effekt der gemeinsamen Klassenzugehörigkeit über die Zeit 

zunimmt, zumal der Testzeitpunkt T1 nur kurz nach Schulbeginn (im 1. Schuljahr) angesetzt 

war. Die hohen ICC-Werte bei T1 sind also kaum durch die bisherige Beschulung, sondern 

durch andere Effekte (Einfluss des Kindergartens oder Zusammensetzung der Klassen hin-

sichtlich städtischem/ländlichem Gebiet bzw. Elternhaus) zu erklären. Über das erste Schul-

jahr hinweg vermindert sich der durch die Klassenzuteilung erklärte Varianzanteil zugunsten 

von individuellen Unterschieden. Dies kann so gedeutet werden, dass der Unterricht trotz Un-

terschiedlichkeiten (verschiedene Kantone, verschiedene Lehrmittel, andere Lehrperson, an-

dere Klassenzusammensetzungen usw.) doch sehr einheitlich ist (dieselben Themen, ver-

gleichbare Lehrpläne usw.). Insgesamt fielen bei verschiedenen Erhebungen und abhängigen 

Variablen die ICC-Werte in der Grössenordnung von rund 10% auf. Klassenunterschiede er-

klären also rund 10% der jeweils gemessenen Gesamtvarianz. Dies kann als ein Indiz dafür 

gesehen werden, dass der Unterricht in diesen Klassen nicht allzu unterschiedlich abläuft. 

 

Sprachfähigkeiten und Mathematikleistung 

In verschiedenen bisherigen Studien wurde auf die Bedeutung der Sprache für die Lernpro-

zesse in der Mathematik hingewiesen. Auch in der vorliegenden Arbeit tritt dieser Sachverhalt 

hervor. Vom Einfluss des Sprachverständnisses sowie der Ausdrucksfähigkeit in der deut-

schen Sprache wird insbesondere in Kapitel 6.1.3 berichtet. Gute Sprachfähigkeiten gehen mit 

höherer Leistung in Mathematik einher und begünstigen die Lernprozesse in diesem Schul-

fach. 
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7.2 Ausblick 

Im Anschluss an diese Arbeit sind verschiedene weiterführende Forschungsfelder denkbar: 

Interessant wäre es, das eingesetzte Material (sowohl die Fördereinheiten als auch die Inter-

ventionen) unter «regulären Umständen» (ohne Covid-19-Nebeneffekte) noch einmal einzu-

setzen und die Auswertungen zu wiederholen. Mit «regulären Umständen» gemeint ist der 

Einsatz in einem Schuljahr, welches nicht von einer zweimonatigen Schulschliessung und 

allerlei weiteren Unsicherheiten und Ungleichheiten zwischen Kantonen und Schulhäusern 

geprägt ist. Die Ergebnisse könnten dann anders aussehen als in dieser Arbeit. 

Sollte ein anschliessendes Forschungsprojekt in diese Richtung gehen, so wären Anpassungen 

am Material und am Studiendesign vorzusehen. Die Erhebungsinstrumente für das Operati-

onsverständnis könnten basierend auf der Datenanalyse und den berichteten Erkenntnissen 

verfeinert werden. Die Items 5a und 5b des Vortests sollten entfernt oder ersetzt werden. 

Auch weitere Items könnten ersetzt werden, allenfalls um zusätzliche Items zur zeitlich-

sukzessiven Grundvorstellung der Multiplikation aufnehmen zu können. Die vier Items mit 

den Punktefeldern in Vor- und Nachtest sollten angesichts des separaten Faktors, auf welchen 

sie laden, ebenfalls nochmals untersucht werden. Auch wäre es notwendig, den Deckeneffekt 

bei den Brückenitems im Auge zu behalten. Alternativ könnte ganz auf Brückenitems verzich-

tet werden. 

Sofern eine Längsschnittanalyse wiederholt würde, könnte es – sofern es das Forschungspro-

jekt erlaubt – auch interessant sein, die Zeitdauer zwischen den Messungen zu verringern, um 

die Wirkung der Interventionen noch präziser zu erfassen. Die Anzahl der Klassen könnte 

gegebenenfalls auch reduziert werden, falls die Aufteilung in Kontroll- und Interventions-

gruppe von Beginn weg ausgeglichener gewählt würde. 

Ebenfalls wäre es interessant, den einzelnen Faktoren, in welche das Konstrukt Operations-

verständnis zu «zerfallen» scheint, weiter nachzugehen. Die vorliegende Arbeit liefert quanti-

tative Indizien dafür, dass Items zu den verschiedenen Grundvorstellungen der Multiplikation 

durch die Kinder unterschiedlich bearbeitet werden. Auch liefert die Arbeit ein weiteres Indiz 

dafür, dass die verschiedenen Grundoperationen auf unterschiedliche Faktoren laden. Beides 

sind bemerkenswerte Erkenntnisse, für die es von Interesse wäre, weitere wissenschaftliche 

Evidenz zu finden. Für eine solche Untersuchung wäre ein Querschnitt ausreichend, was na-

türlich eine deutliche Erleichterung des Umfangs der begleitenden Arbeiten für die For-

schungsgruppe bedeuten würde. 

Diese Arbeit ist des Weiteren eingeschränkt auf Untersuchungen im 2. Schuljahr und auf die 

Untersuchung des Lernzuwachses beim Multiplikationsverständnis. Eine natürliche Folgear-

beit für das vorliegende Projekt ergäbe sich bei eingehender Betrachtung der Division. Diese 

vierte Grundrechenart war in der Vergangenheit bereits im Fokus mancher Studien (Burt-

scher, 2019; Schulz & Leuders, 2018). Eine Untersuchung der Wirksamkeit von Fördereinhei-

ten wie in der vorliegenden Arbeit wäre aber auch für die Division eine Neuheit. Entspre-

chendes Material müsste noch erarbeitet werden. 
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Schulische Fördermöglichkeiten durch den Einsatz elektronischer Medien wurden in einigen 

Arbeiten bereits diskutiert (Focke, 2004; Ladel et al., 2018; D. Walter & Schulz, 2019). Dies 

ist ein Gebiet, in dem sicherlich auch in der kommenden Zeit weiter geforscht werden wird. 

Auch die Wirksamkeit des Computereinsatzes im Unterricht sollte in Zukunft vermehrt wis-

senschaftlich untersucht werden. In Bonow et al. (2020, S. 24 f.) beispielsweise werden digi-

tale Medien als besondere Unterstützung bei der Differenzierung und der Ausgestaltung von 

inklusiven, kooperativen Settings angesehen. Inwiefern das Operationsverständnis bedient 

werden kann und soll, bleibt dabei offen. Zumindest werden aber die Themenfelder Zahl und 

Operation von einzelnen Apps abgedeckt. Operationsverständnis scheint ein Themenfeld zu 

sein, das sich für eine durch den Computer unterstützte Förderung eignen dürfte. 

 

Die längerfristige Wirkung der eingesetzten Fördereinheiten konnte in der vorliegenden Ar-

beit nicht untersucht werden. Die Beobachtungen endeten mit der letzten Erhebungsrunde am 

Ende des zweiten Schuljahrs. Dies ermöglicht die Erfassung längerfristiger Effekte für das 

erste Schuljahr, aber nicht für das zweite. Wollte man solche Effekte auch für das zweite 

Schuljahr erfassen, so wäre ein allfälliges Folgeprojekt derart anzulegen, dass auch im dritten 

Schuljahr Messungen erfolgen. Zu den Nachteilen eines solchen Designs gehören natürlich 

der beachtliche Mehraufwand bei der Betreuung der Lehrpersonen sowie bei der Erfassung 

der zusätzlichen Zu- und Abgänge von Schulklassen und einzelnen Kindern. 

 

Interessant könnte es auch sein, die Kopplung des kooperativen Settings mit der über einen 

längeren Zeitraum andauernden Behandlung des Operationsverständnisses aufzuheben. In der 

vorliegenden Arbeit waren diese beiden Aspekte kombiniert. Die Kombination scheint sich – 

wenn auch nicht signifikant – positiv auf den Lernzuwachs der schwächeren Kinder ausge-

wirkt zu haben. Denkbar wäre, dass einer der beiden methodischen Ansätze der gewichtigere 

ist, d.h. dass die Kinder entweder vom Setting oder aber von der länger andauernden Behand-

lung des Themas besonders profitierten. In den Daten dieser Arbeit sind die beiden Aspekte 

nicht zu trennen. 

 

Im Querschnitt weiter untersucht werden könnte auch der Zusammenhang zwischen den ver-

schiedenen Übersetzungsrichtungen beim Konstrukt Operationsverständnis. In dieser Arbeit 

wurde das Konstrukt aus Gründen der Praktikabilität eingeschränkt betrachtet. Wie an frühe-

rer Stelle ausgeführt, sind die bisherigen quantitativen Erkenntnisse zur Frage, ob im Rahmen 

von Operationsverständnis wirklich auch «verwandte» Fähigkeiten kombiniert betrachtet 

werden, nicht sehr zahlreich. Dieser Aspekt des Konstrukts Operationsverständnis könnte 

weiter untersucht werden. Dies selbst auf die Gefahr hin, dass am theoretischen Konstrukt 

gerüttelt werden müsste, weil sich ergäbe, dass sehr unterschiedliche Fähigkeiten der Kinder 

kombiniert zu einem möglicherweise unglücklichen Gesamtkonstrukt «verpackt» wurden. 

 

Weitere Forschungsfelder gehen auf, wenn man den Zusammenhang der Leistungen der Kin-

der mit dem Lernstand der Lehrpersonen betrachtet. Eine kurze Lernstands-Erfassung wäh-

rend den Einführungstreffen mit den freiwillig teilnehmenden Lehrpersonen hat eine hohe 

Diversität zwischen den Lehrpersonen im Umgang mit dem Begriff Operationsverständnis 

ans Licht gebracht. Vermutlich stehen die Kenntnisse der Lehrpersonen, ihre Sensibilität für 
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die Schwierigkeiten der schwächeren Kinder, ihr Umgang mit der Thematik sowie die Art der 

Unterrichtsgestaltung mit dem Lernzuwachs der Kinder in Zusammenhang. Frühere Arbeiten, 

wie z.B. Safi (2009) deuten darauf hin, dass das Bewusstsein der Lehrkräfte für die Thematik 

unterschiedlich, aber dennoch für die Kinder von Relevanz ist. Diese Themenkreise wurden in 

der vorliegenden Arbeit nicht behandelt und würden sich ebenfalls als weitere Forschungsfel-

der anbieten. 

 

Als Nebenprodukt von praktischem Wert stehen als Folge der Entwicklungsarbeit nun 16 

Fördereinheiten für die Förderung des Operationsverständnisses im kooperativen Setting zur 

Verfügung (Florin et al., 2019). Das Material liegt im Moment in nicht publizierter Form vor. 

Sowohl die Rückmeldungen der Lehrpersonen als auch die Ergebnisse der vorliegenden Ar-

beit deuten darauf hin, dass das Material sich eher für die schwächeren als für die stärkeren 

Kinder in den regulären Klassen eignet. Gegebenenfalls könnte es durch weiterführende Un-

terlagen für die stärkeren Kinder angereichert und somit weiter optimiert werden.  

  



230 

8 Anhänge  

8.1 Organisatorisches im Projekt MALKA 

8.1.1 Strukturdaten 

 

Deutschkenntnisse (Verständnis) 

«Das Kind versteht die deutsche Sprache im Unterricht gut. » 

Skala: 0: trifft gar nicht zu / 1: trifft eher nicht zu / 2: trifft eher zu / 3: trifft völlig zu 

 

Deutschkenntnisse (Ausdrucksfähigkeit) 

«Das Kind kann sich im Schulalltag in der deutschen Sprache gut ausdrücken. » 

Skala: 0: trifft gar nicht zu / 1: trifft eher nicht zu / 2: trifft eher zu / 3: trifft völlig zu 

 

Familiensprachen 

«Im Familienalltag des Kindes werden eine oder mehrere Sprachen gesprochen. » 

Skala: 1: nur deutsch oder schweizerdeutsch / 2: deutsch oder schweizerdeutsch und weitere 

Sprachen / 3: andere Sprache(n) 

 

Lernzielanpassung  

«Für das Kind wurden individuelle Lernziele / eine Lernziel-anpassung vereinbart. » 

Skala: 0: keine Lernzielanpassung / 1: Lernzielanpassung 

 

Geschlecht 

 

Geburtsdatum 
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8.1.2 Testzeitpunkte 

 

T1 Testdurchführung zu Beginn der 1. Klasse (September/Oktober 2018)  

 allgemeine mathematische Fähigkeiten (BASIS-MATH 0+) 

 MALKA-Test  

 Arbeitsgedächtnis 

 kognitive Fähigkeiten 

 soziale Interaktionen  

  

T2 Testdurchführung am Ende der 1. Klasse (Mai/Juni 2019) 

 allgemeine mathematische Fähigkeiten (BASIS-MATH 1+) 

 MALKA-Test  

 soziale Interaktionen  

 

T3 Testdurchführung zu Beginn der 2. Klasse (September 2019) 

 Multiplikationsverständnis (Vortest) 

 

T4 Testdurchführung am Ende der 2. Klasse (Juni/Juli 2020) 

 allgemeine mathematische Fähigkeiten (BASIS-MATH 2+) 

 Multiplikationsverständnis (Nachtest) 

 soziale Interaktionen  

 

Covid-19 bedingte Anpassungen zum Testzeitpunkt T4 

Zum Testzeitpunkt T4 wurde aufgrund der Umstände und der Schutzmassnahmen gegen die 

Ausbreitung der Krankheit Covid-19 auf den ursprünglich geplanten erneuten Einsatz des 

MALKA-Tests verzichtet. Bei diesem Test hätten die testleitende Person und das Kind auf 

denselben Laptop-Bildschirm schauen müssen, womit die vom Schutzkonzept vorgeschriebe-

nen Mindestabstände nicht hätten eingehalten werden können. 

Auch wurde der Testzeitpunkt T4 um rund einen Monat nach hinten verschoben. Ursprüng-

lich wären Erhebungen in den Monaten Mai und Juni geplant gewesen, die Erhebungen fan-

den dann aber aufgrund des Zeitpunkts der Schulöffnung erst ab dem 2. Juni 2020 statt. 

 



232 

8.2 Testmaterial 

8.2.1 Vortest Operationsverständnis (im Projekt verwendete Version) 
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Quelle der Bilder: www.pixabay.com, www.unsplash.com, (Royar et al., 2014) 

 

  

http://www.pixabay.com/
http://www.unsplash.com/
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8.2.2 Codiermanual des Vortests Operationsverständnis 

Codierung: 

0 = falsch, ausgelassen oder aus anderen Gründen nicht bearbeitet 

1 = richtig (bzw. erwünscht) 

4 = wenn Zehner und Einer vertauscht werden (Bsp. 12 statt 21) 

5 = wenn die 6 und die 9 verwechselt werden 

9 = unleserlich, unverständlich 

 

Korrekturregeln 

a) für alle Items: 

- Spiegelverkehrt geschriebene Zahlen werden mit 0 codiert (MALKA-Konvention für 

Zweitklässler). 

- Zeichnungen oder Textteile werden mit 0 codiert. Werden Zeichnungen und Textteile 

mit einer Rechnung ergänzt, so wird nur die Rechnung codiert. Textteile, die eine Zahl 

bzw. eine Rechnung beschreiben (z.B. «drei» oder «drei plus vier») werden mit 1 co-

diert, sofern die beschriebene Zahl bzw. Rechnung mit 1 codiert wird. 

- Unleserliche oder unverständliche Bearbeitungen werden mit 9 codiert. 

b) bei Fragen nach der Rechnung (dem Term): 

- Wenn nur das Ergebnis und keine Rechnung notiert ist, wird dies mit 0 codiert. 

- Fehlen Operationszeichen im Term, so wird der Term mit 0 codiert.  

- Bei der Multiplikation werden die zwei folgenden Schreibweisen mit 1 codiert: 2 · 7 

oder 2 x 7. Der Ausdruck «2   7» wird mit 0 codiert. 

- Bei der Multiplikation wird immer auch die Tauschaufgabe mit 1 codiert: falls 2 · 7 

zur Codierung 1 führt, wird auch 7 · 2 mit 1 codiert. 

- Wiederholungen des Operationszeichens werden ignoriert, d.h. «2 ++ 2» wird als «2 + 

2» gelesen und entsprechend codiert. 

- Operations- oder Gleichheitszeichen am Ende einer Rechnung werden ignoriert. Die 

Ausdrücke «6+6+6+6+», «6+6+6+6=» und auch «6+6+6+6+=» werden alle als 

«6+6+6+6» interpretiert und entsprechend codiert. 

- Bei Gleichheitszeichen mit Ergebnis zusätzlich zum Rechenterm wird nur der Rechen-

term bewertet. Das Ergebnis und das Gleichheitszeichen beeinflussen die Codierung 

nicht. Es wird also z.B. «5 + 5 = 10» mit 1 codiert, falls der Term «5 + 5» mit 1 co-

diert wird. Ebenso wird in diesem Falle der Ausdruck «5 + 5 = 12» mit 1 codiert. 

c) bei Fragen nach der Rechnung und dem Term zur selben Aufgabe:  

- Wird das richtige Ergebnis im Kästchen zur Rechnung dazu geschrieben (z.B. in der 

Form 4 + 4 = 8) und fehlt die Zahl auf der Linie, so wird auch das Ergebnis, das auf 

der Linie stehen sollte, mit 1 codiert. Steht hingegen ein falsches Ergebnis auf der Li-

nie, so wird dieses auf jeden Fall mit 0 codiert. 

Item 1: Enten 

Rechnung: Additionsterm mit Ergebnis 9 unter Verwendung des Summanden 1 (die acht neu-

en Enten könnten auch einzeln dazu kommen), z.B. «1 + 8», «8+1», «1+1+1+1+1+1+1+1+1» 

 Code 1 

z.B. «3+6» -> Code 0 
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Item 2: Stifte 

Rechnung: Subtraktions- oder Additionsterm mit Gesamtmenge 9 und Teilmengen 6 und 3,  

«9 – 3», «6 + 3», «3 + 6», «9 – 6»  Code 1 

z.B. «9+3», «6+0» - > Code 0 

Item 3: Birnen 

Rechnung: Subtraktions- oder Additionsterm mit Gesamtmenge 20 und Teilmengen 18 und 2,  

«20 – 2», «20 – 18», «18 + 2», «2 + 18»  Code 1 

z.B. «20+2» -> Code 0 

Item 4a & 4b: Autos 

Zahl: 5 -> Code 1 

Rechnung: Subtraktions- oder Additionsterm mit Gesamtmenge 7 und Teilmengen 2 und/oder 

5,  

«2 + 5», «5 + 2», «7 – 2» , «7 – 5»  Code 1 

Item 5a & 5b: Schokolade 

Zahl: 24  (Code) 1 

Rechnung: Additions- oder Multiplikationsterm mit Ergebnis 24 -> Code 1 

Item 6a & 6b: Bücher 

Zahl: 12 -> Code 1 

Rechnung: Additions- oder Multiplikationsterm mit Ergebnis 12, falls Additionsterm dann 

nur mit Summanden, die Vielfache von 4 sind, also «4+4+4», «4+8», «8+4», «12+0» oder «3 

· 4», «4 · 3»  Code 1 

z.B. «6+6», «9+3», «10+2» usw. sowie «6 · 2», «2 · 6» -> Code 0 

Item 7a & 7b: Eier 

Zahl: 24 -> Code 1 

Rechnung: Additions- oder Multiplikationsterm mit Ergebnis 24, falls Additionsterm dann 

mit Summanden, die Vielfache von 6 oder von 3 sind, z.B. «6 + 6 + 6 + 6», «12 + 12», «6 + 

18», «24 + 0», «3 + 3 + 6 + 6 + 6», «3 + 3 + 18» oder «6 · 4», «4 · 6», «8 · 3», «3 · 8»  

(Code) 1 

z.B. «4+4+4+4+4+4», «17 + 7», «20 + 4» -> Code 0 

Item 8a & 8b: Stühle 

Zahl: 28 -> Code 1 

Rechnung: Additions- oder Multiplikationsterm mit Ergebnis 28, falls Additionsterm dann 

mit Summanden, die Vielfache von 4 sind, z.B.  «4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4», «24+4», «8 + 8 + 

8 + 4», «8 + 8 + 4 + 4 + 4», «28 + 0», «12 + 12 + 4» oder «7 · 4», «4 · 7»  Code 1 

z.B. «7+7+7+7» oder «14 + 14» -> Code 0  
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Item 9a & 9b: Blumen 

Zahl: 6 -> Code 1 

Rechnung: Additions- oder Multiplikationsterm mit Ergebnis 6, falls Additionsterm dann nur 

in Form von «3 + 3» oder mit Summanden, die Vielfache von 2 sind, also z.B. «6+0», «4+2», 

«2+2+2» oder Multiplikationsterme «2 · 3», «3 · 2», «1 · 6», «6 · 1»  Code 1 

z.B. «5 + 1» und «1 + 5» -> Code 0 

Item 10a & 10b: Korb 

Zahl: 12 -> Code 1 

Rechnung: Additions- oder Multiplikationsterm mit Ergebnis 12, falls Additionsterm dann 

mit Summanden, die Vielfache von 3 sind, z.B.«3 + 3 + 3 + 3», «9 + 3», «3 + 9», «12 + 0», 

«6+6», «6 + 3 + 3» oder «4 · 3»  (Code) 1 

z.B. «7+5», «8+4» -> Code 0 

Item 11: Hand 

Zahl: 15 -> Code 1 

Item 12: Hund 

Zahl: 16 -> Code 1 

Item 13: Füsse 

Zahl: 24 -> Code 1 

Item 14 & 15: Beeren 

Zahl bei 3 Tellern: 9 -> Code 1 

Zahl bei 7 Tellern: 21 -> Code 1 

Item 16: drei 6er Würfel 

Rechnung: Additions- oder Multiplikationsterm mit Ergebnis 18, falls Additionsterm, dann 

mit Summanden, die Vielfache von 6 sind, z.B. «6 + 6 + 6», «12 + 6», «6+12», «18 + 0». 

Falls Multiplikations-term, dann mit Faktoren, die Vielfache von 6 sind, z.B. «6 · 3», «3 · 6» 

oder «18 · 1»  (Code) 1 

z.B. «9+9», «10+8», «16+2», «2 · 9» usw. -> Code 0 

Item 17: sechs 5er Würfel 

Rechnung: Additions- oder Multiplikationsterm mit Ergebnis 30, falls Additionsterm, dann 

mit Summanden, die Vielfache von 5 sind, z.B., «5 + 5 + 5 + 5 + 5 + 5», «15 + 15», «10 + 10 

+ 10», «20 + 10», «15 + 10 + 5», «25 + 5», «30 + 0». Alle Multiplikationsterme mit Ergebnis 

30 (da sie immer einen Faktor haben, der ein Vielfaches von 5 ist), z.B. «6 · 5», «5 · 6», «3 · 

10», «2 · 15», «2 · 3 · 5» usw.  (Code) 1 

z.B. «28+2», «27+3» usw. -> Code 0 

Item 18: 12 Punkte 

Rechnung: Additions- oder Multiplikationsterm mit Ergebnis 12  (Code) 1 

Item 19: 20 Punkte 

Rechnung: Additions- oder Multiplikationsterm mit Ergebnis 20  (Code) 1  



238 

8.2.3 Nachtest Operationsverständnis (im Projekt verwendete Version) 
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Quelle der Bilder: www.pixabay.com, www.unsplash.com, (Strasser, 2020), (Royar et al., 2014) 

 

  

http://www.pixabay.com/
http://www.unsplash.com/
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8.2.4 Codiermanual des Nachtests Operationsverständnis 

Codierung: 

0 = falsch oder ausgelassen, nicht bearbeitet, unerwünschte Struktur (siehe unten) 

1 = richtig (bzw. erwünscht) 

4 = Sondercode für triviale Lösungen (Addition oder Subtraktion von 0, Multiplikation mit 1) 

9 = unleserlich, unverständlich 

 

Korrekturregeln 

a) für alle Items: 

- Spiegelverkehrt geschriebene Zahlen werden mit 0 codiert. 

- Verstauschte Ziffern (z.B. «12» statt «21») werden mit 0 codiert. 

- Verwechslungen der 6 mit der 9 werden mit 0 codiert. 

- Zeichnungen oder Textteile werden mit 0 codiert. Werden Zeichnungen und Textteile mit 

einer Rechnung ergänzt, so wird nur die Rechnung codiert. Textteile, die eine Zahl bzw. 

eine Rechnung beschreiben (z.B. «drei» oder «drei plus vier») werden mit 1 codiert, so-

fern die beschriebene Zahl bzw. Rechnung mit 1 codiert wird. 

b) bei Fragen nach der Rechnung (dem Term): 

- Wenn nur das Ergebnis und keine Rechnung notiert ist, wird die Rechnung mit 0 codiert. 

- Fehlen Operationszeichen im Term, so wird der Term mit 0 codiert.  

- Bei der Multiplikation werden die zwei folgenden Schreibweisen mit 1 codiert: 2 · 7 oder 

2 x 7. Der Ausdruck «2   7» wird mit 0 codiert. 

- Bei der Multiplikation und der Addition wird immer auch die Tauschaufgabe mit 1 co-

diert: d.h. falls 2 · 7 zur Codierung 1 führt, wird auch 7 · 2 mit 1 codiert. Oder falls 4 + 6 

mit 1 codiert wird, führt auch 6 + 4 zur Codierung 1. 

- Wiederholungen des Operationszeichens werden ignoriert, d.h. «2 ++ 2» wird als «2 + 2» 

gelesen und entsprechend codiert. 

- Operations- oder Gleichheitszeichen am Ende einer Rechnung werden ignoriert. Die 

Ausdrücke «6+6+6+6+», «6+6+6+6=» und auch «6+6+6+6+=» werden alle als 

«6+6+6+6» interpretiert und entsprechend codiert. 

- Bei Gleichheitszeichen mit Ergebnis zusätzlich zum Rechenterm wird nur der Rechen-

term bewertet. Das Ergebnis und das Gleichheitszeichen beeinflussen die Codierung 

nicht. Es wird also z.B. «5 + 5 = 10» mit 1 codiert, falls der Term «5 + 5» mit 1 codiert 

wird. Ebenso wird in diesem Falle der Ausdruck «5 + 5 = 12» mit 1 codiert. 

- Wird bei einer Rechnung nicht ein reiner Additions- oder Multiplikationsterm notiert, 

sondern ein Mischterm, wie z.B. «2 · 5 + 2 · 5» oder «3 · 5 + 5», so gilt: kann der Term 

so zusammengefasst werden, dass ein Term entsteht, der bei der Aufgabe mit 1 codiert 

wird, so wird der Mischterm mit 1 codiert. Andernfalls nicht. 

- Additionen mit 0, Subtraktionen mit 0 und Multiplikationen mit 1 (falls passend) führen 

zu Code 4 

c) bei Fragen nach der Rechnung und dem Term zur selben Aufgabe:  

- Wird das richtige Ergebnis im Kästchen zur Rechnung dazu geschrieben (z.B. in der 

Form 4+4= 8) und fehlt die Zahl auf der Linie, so wird auch das Ergebnis, das auf der Li-

nie stehen sollte, mit 1 codiert. Steht hingegen ein falsches Ergebnis auf der Linie, so 

wird dieses auf jeden Fall mit 0 codiert. 
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Item 1a & 1b: Autos 

Zahl: 5 -> Code 1 

Rechnung: Subtraktions- oder Additionsterm mit Gesamtmenge 7 und Teilmengen 2 und/oder 

5, «2 + 5», «5 + 2», «7 – 2», «7 – 5»  Code 1 

z.B. «2 – 7», «7+2», «2+3», «5+0»  Code 0 

kein Code 4 

Item 2: Blumen 

Rechnung: Additionsterm mit Ergebnis 35 und Summanden, die Vielfache von 5 sind, also 

z.B. «5+30», «5+5+5+20»  Code 1 

Multiplikationsterm mit Ergebnis 35 und Faktor 5, also «7 · 5»  Code 1 

z.B. «6 + 1», «6 · 5»  Code 0 

z.B. «35 · 1», «35+0», «35-0» -> Code 4 (wird bei den folgenden Items nicht immer wieder-

holt) 

Item 3a & 3b: Bücher 

Zahl: 12 -> Code 1 

Rechnung: Additionsterm mit Ergebnis 12 und Summanden, die Vielfache von 4 sind, also 

«4+4+4», «4+8»  Code 1 

Multiplikationsterm mit Ergebnis 12 und Faktor 4, also «3 · 4»  Code 1 

z.B. «6+6», «10+2» sowie «6 · 2»  Code 0 

Item 4: Flaschen 

Rechnung: Additionsterm mit Ergebnis 26 und Summanden, die Vielfache von 2 sind, also 

z.B. «2+2+2+2+2+2+2+2+2+2+2+2+2», «12+14», «4+4+4+4+4+4+2», «12+8+6»  Code 1 

Multiplikationsterm mit Ergebnis 26: «13 · 2»  Code 1 

Mischterme: «6·2 + 7·2» -> Code 1 

z.B. «11+15» oder «25+1» -> Code 0 

Item 5a & 5b: Korb 

Zahl: 12  Code 1 

Rechnung: Additionsterm mit Ergebnis 12 und Summanden, die Vielfache von 3 sind, also 

«3+3+3+3», «6+6», «6+3+3», «9+3»  Code 1 

Multiplikationsterm mit Ergebnis 12 und einem Faktor, der ein Vielfaches von 3 ist, also «4 · 

3» oder  

«2 · 6»  Code 1 

z.B. «2+10», «7+5», «8+4», «4+4+4»  Code 0 

Item 6: Parkplatz 

Rechnung: Additionsterm mit Ergebnis 32 und Summanden, die Vielfache von 4 sind, z.B. 

«8+8+8+8», «4+4+4+4+4+4+4+4», «28+4», «20+12», «16+16»,  (Code) 1 

Multiplikationsterm mit Ergebnis 32, also «8 · 4» oder «16 · 2»  Code 1 

z.B. «30+2», «15+15+2», «40 – 8»  Code 0  
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Item 7: Stifte 

Rechnung: Subtraktions- oder Additionsterm mit Gesamtmenge 9 und Teilmengen 6 und/oder 

3, also 

«9 – 3», «6+3», «9 – 6»  Code 1 

z.B. «9+3», «3 – 9», «6 – 3», «6+0»   Code 0 

kein Code 4 

Item 8a & 8b: Stühle 

Zahl: 28 -> Code 1 

Rechnung: Additionsterm mit Ergebnis 28, und Summanden, die Vielfache von 4 sind, z.B. 

«8+8+8+4», «4+4+4+4+4+4+4», «24+4», «4+8+16», «16+12», «20+8»  Code 1 

Multiplikationsterm mit Ergebnis 28 und einem Faktor, der ein Vielfaches von 4 ist, also «7 · 

4»  Code 1 

z.B. «7+7+7+7», «14+14», «10+18», «30-2» Code 0 

Item 9a & 9b: Nüsse 

Zahl: 60 -> Code 1 

Rechnung: Additionsterm mit Ergebnis 60 und Summanden, die Vielfache von 12 sind, z.B. 

«12+12+12+12+12», «48+12», «24+36», «24+24+12»  Code 1 

Multiplikationsterm mit Ergebnis 60 und einem Faktor 12, also «5 · 12»  Code 1 

z.B. «30+30», «10+10+10+10+10+10» oder «2 · 30»  Code 0 

Item 10a & 10b: Pizzas 

Zahl: 48 -> Code 1 

Rechnung: Additionsterm mit Ergebnis 48 und Summanden, die Vielfache von 4 sind, also 

z.B. «16+16+16», «12+12+12+12», «4+4+4+4+16+16»  Code 1 

Multiplikationsterm mit Ergebnis 48 und einem Faktor, der ein Vielfaches von 4 ist, also «4 · 

12», «3 ·16», «6 · 8», «2 · 24»   Code 1 

z.B. «30+18», «47+1»  Code 0 

Item 11 & 12: Beeren 

Zahl bei 3 Tellern: 9  Code 1 (sonst Code 0, kein Code 4) 

Zahl bei 7 Tellern: 21  Code 1 (sonst Code 0, kein Code 4) 

Item 13: Füsse 

Zahl: 24  Code 1 (sonst Code 0, kein Code 4) 

Item 14: Marienkäfer 

Zahl: 30  Code 1 (sonst Code 0, kein Code 4) 

Item 15: sechs 3er Würfel (Frage nach Malrechnung) 

Rechnung: Multiplikationsterm mit Ergebnis 18, also «3 · 6», «2 · 9»  Code 1 

z.B. alle Additionsterme (auch «18 + 0», «18-0»)  Code 0 

«18 · 1» -> Code 4 
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Item 16: 20 Punkte (Frage nach Malrechnung) 

Rechnung: Multiplikationsterm mit Ergebnis 20, also «4 · 5», «2 · 10»  Code 1 

z.B. alle Additionsterme (auch «20+0», «20-0»)  Code 0 

«20 · 1» -> Code 4 

Item 17: Hunderterfeld, 18 Punkte (Frage nach Malrechnung) 

Rechnung: Multiplikationsterm mit Ergebnis 18, also «3 · 6», «2 · 9»  Code 1 

z.B. «10 · 8» und alle Additionsterme, auch «18+0», «18-0»  Code 0 

«18 · 1» -> Code 4 

Item 18: Hunderterfeld, 49 Punkte (Frage nach Malrechnung) 

Rechnung: Multiplikationsterm mit Ergebnis 49, also «7 · 7»  Code 1 

z.B. alle Additionsterme (auch «49+0», «49-0»)  Code 0 

«1 · 49» -> Code 4 

 

Item 19: Umkreise alle Bilder, in denen du 2 mal 5 siehst. 

Sofern eindeutig die drei Bilder mit 10 Einheiten markiert sind (z.B. durch Umkreisen) -> 

Code 1 

Sonst (auch wenn einzelne Bilder richtig umkreist sind) -> Code 0 

Kein Code 4 

Item 20: Umkreise alle Bilder, in denen du 3 mal 4 siehst. 

Sofern eindeutig die beiden Bilder mit 12 Einheiten markiert sind (z.B. durch Umkreisen) -> 

Code 1 

Sonst (auch wenn einzelne Bilder richtig umkreist sind) -> Code 0 

Kein Code 4 
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8.3 Interventionsmaterial 

8.3.1 Fördereinheit FE06 – Ablauf des Unterrichts 
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8.3.2 Fördereinheit FE06 – Arbeitsunterlagen 
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8.4 Auswertungen (weitere Daten) 

8.4.1 Inter-Item-Korrelationsmatrizen 

Inter-Item-Korrelationsmatrix des Vortests (alle Werte) 
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Inter-Item-Korrelationsmatrix des Vortests (nur Werte über .30) 

 

 

Inter-Item-Korrelationsmatrix des Vortests (nur Werte über .35) 
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Inter-Item-Korrelationsmatrix des Nachtests (alle Werte)  
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8.4.2 Kommunalitäten der Faktoranalyse  

 

Werte für den Vortest (26 Items und 5 Faktoren) 

Item Anfänglich Extraktion 

1 1.000 .474 

2 1.000 .532 

3 1.000 .615 

4a 1.000 .601 

4b 1.000 .658 

5a 1.000 .767 

5b 1.000 .678 

6a 1.000 .850 

6b 1.000 .863 

7a 1.000 .357 

7b 1.000 .396 

8a 1.000 .729 

8b 1.000 .713 

9a 1.000 .530 

9b 1.000 .606 

10a 1.000 .800 

10b 1.000 .834 

11 1.000 .472 

12 1.000 .460 

13 1.000 .426 

14 1.000 .588 

15 1.000 .496 

16 1.000 .483 

17 1.000 .649 

18 1.000 .654 

19 1.000 .620 

Anmerkung. Extraktionsmethode: Hauptkomponentenanalyse. 
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Werte für den Nachtest (26 Items und 5 Faktoren) 

Item Anfänglich Extraktion 

1a 1.000 .762 

1b 1.000 .762 

2 1.000 .231 

3a 1.000 .898 

3b 1.000 .902 

4 1.000 .379 

5a 1.000 .660 

5b 1.000 .754 

6 1.000 .533 

7 1.000 .289 

8a 1.000 .308 

8b 1.000 .553 

9a 1.000 .458 

9b 1.000 .578 

10a 1.000 .553 

10b 1.000 .561 

11 1.000 .563 

12 1.000 .540 

13 1.000 .459 

14 1.000 .438 

15 1.000 .498 

16 1.000 .629 

17 1.000 .620 

18 1.000 .683 

19 1.000 .681 

20 1.000 .660 

Anmerkung. Extraktionsmethode: Hauptkomponentenanalyse. 

  



256 

8.4.3 Screeplots für die Faktoranalyse  

 

Screeplot der Eigenwerte für den Vortest 

 
 

Screeplot der Eigenwerte für den Nachtest 
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8.4.4 Graphische DIF-Analyse 

 

Signifikantes Item-DIF für das Geschlecht mit Konfidenzellipse im Vortest 

 

 

 

Signifikantes Item-DIF für das Sprachverständnis mit Konfidenzellipse im Vortest 
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Signifikantes Item-DIF für das Geschlecht mit Konfidenzellipse im Nachtest 

 

 

 

Signifikantes Item-DIF für das Sprachverständnis mit Konfidenzellipse im Nachtest 
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